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ELO˝SZO´
A 2017. ju´nius 14-16. ko¨zo¨tt Cegle´den megrendezett XXXII. Magyar Opera´cio´-
kutata´si Konferencia´hoz kapcsolo´do´an az Alkalmazott Matematikai Lapok ke´t ko¨-
tetet jelentetett meg. Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkeszto˝bizottsa´ga´-
nak vezeto˝i a ku¨lo¨nsza´mok gondoza´sa´ra vende´gszerkeszto˝ket ke´rtek fel Bozo´ki
Sa´ndor, Fleiner Tama´s, Ille´s Tibor e´s Tasna´di Attila szeme´lye´ben. Az elso˝ ko¨tettel
Pre´kopa Andra´s emle´ke elo˝tt tisztelegtu¨nk. A jelenlegi ma´sodik ko¨tetben az ala´bbi
dolgozatok tala´lhato´k:
A´goston e´s Biro´ ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladatke´nt vizsga´lja a ko¨zpontos´ı-
tott egyetemi felve´telik uta´n a hallgato´k szakokhoz rendele´se´t. Ba´r az alapfeladatra
hate´konyan mu˝ko¨dik a jo´l ismert Gale–Shapley-algoritmus, ez nem ke´pes kezelni
sza´mos, a gyakorlatban elo˝fordulo´ megko¨te´st, mint amilyen pe´lda´ul a ko¨zo¨s kvo´-
ta´k rendszere. A javasolt megko¨zel´ıte´s ba´r jo´val sza´mı´ta´sige´nyesebb, flexibilita´sa
re´ve´n ke´pes az ilyen elo˝´ıra´sok figyelembeve´tele´re is.
Biro´ az uto´bbi ido˝ben sokat kutatott, rendk´ıvu¨l ı´ge´retes vesecsereprogramokat
mutatja be, e´s ne´ha´ny, ennek kapcsa´n felle´po˝ matematikai probla´ma´t ismertet. A
vesecsere´k leheto˝se´ge e´s az ezekhez alkalmazott ko¨zpontos´ıtott programok kiva´-
lo´ pe´lda´ja´t adja´k annak, hogy a matematikai mo´dszerekkel to¨rte´no˝ optimaliza´la´s
esetenke´nt e´leteket menthet.
Kira´ly e´s Me´sza´ros-Karkus a ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sokat vizsga´lja. Ne´pszeru˝ az
olyan pa´ros´ıta´s, amelyne´l nincs ne´pszeru˝bb abban az e´rtelemben, ha ke´t pa´ro-
s´ıta´sbo´l a ne´pszeru˝bbet a re´sztvevo˝k szavazatainak egyszeru˝ to¨bbse´ge hata´rozza
meg. Jo´l ismert, hogy ha a re´sztvevo˝k preferencia´i nem szigoru´ak, akkor a ne´pszeru˝
pa´ros´ıta´s kerese´se reme´nytelenu¨l nehe´z. A szerzo˝k fo˝ eredme´nye, hogy ero˝sen ne´p-
szeru˝ pa´ros´ıta´s polinomido˝ben tala´lhato´ akkor is, ha a re´sztvevo˝k preferencia´iban
do¨ntetlenek is lehetnek.
Fleiner e´s Romsics munka´ja igazsa´gos osztozkoda´sokro´l szo´l. Ke´t- e´s to¨bb-
szereplo˝s proble´ma´kra mutat be igazsa´gos eloszta´st eredme´nyezo˝ elja´ra´sokat, u´j
eredme´nyu¨k pedig a re´szve´nyta´rsasa´g feloszta´si algoritmus, amelyben a ke´t, nem
felte´tlenu¨l egyforma su´lyu´ ja´te´kos osztozkodik a ko¨zo¨s jo´sza´gban birtokolt re´szve´-
nyein.
Forgo´ becsle´st ad a ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si
ja´te´kok puha korrela´lt egyensu´lya´nak ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke´re.
Petro´czy, Rogers e´s Ko´czy ke´t nevezetes hatalmi index seg´ıtse´ge´vel vizsga´lja az
Euro´pai Unio´ Tana´csa´ban egy, a Brexitet ko¨veto˝ u´jabb taga´llamkile´pe´s hata´sa´t a
bent marado´ tagorsza´gok, kiva´ltke´pp Magyarorsza´g befolya´solo´ ke´pesse´ge´re.
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Radva´nyi a´ttekinto˝ tanulma´nya´ban a kooperat´ıv ja´te´kelme´let eszko¨zta´ra´nak




Solymosi az ismertebb magkiterjeszte´sek ko¨zu¨l ta´rgyalja az alkuhalmazokat,
to¨bb fontos ja´te´koszta´lyra ismerteti a mag e´s az alkuhalmazok ko¨zo¨tti viszonyt, e´s
megfogalmaz egy tucat nyitott ke´rde´st.
Csato´ cikke´nek fo˝ eredme´nye a to¨bbszempontu´ do¨nte´shozatalban sokat hasz-
na´lt logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´vel genera´lt rangsorok axiomatikus
karakteriza´cio´ja. Ennek kapcsa´n a szerzo˝ karakteriza´lja a su´lyoza´si mo´dszereket,
e´s ezeknek, illetve a rangsorola´si mo´dszereknek ku¨lo¨nfe´le tulajdonsa´gaira mutat
ra´.
Dobos az o¨kolo´giai la´bnyom, a nemzetgazdasa´gok fo¨ldteru¨let felhaszna´la´sa´nak
kisza´mı´ta´sa´hoz haszna´lja a Leontieff-fe´le input-output modellt, korriga´lva az iro-
dalomban tala´lhato´ megko¨zel´ıte´sek pontatlansa´gait.
Nagy e´s Szaka´l a Hu-invaria´ns momentumok seg´ıtse´ge´vel egy u´j ko¨rszeru˝se´gi






Az Alkalmazott Matematika Lapok szerkeszto˝se´ge ezu´ton is ko¨szo¨ni Bozo´ki
Sa´ndornak, Fleiner Tama´snak, Ille´s Tibornak e´s Tasna´di Attila´nak, hogy e ku¨lo¨n-
sza´m vende´g szerkeszto˝ike´nt seg´ıtettek a sza´m elke´szu¨lte´ben.
A vende´g szerkeszto˝k ro¨vid e´letrajzai az elo˝zo˝ ko¨tetben olvashato´ak.
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EGE´SZE´RTE´KU˝ PROGRAMOZA´S HASZNA´LATA KO¨ZO¨S KVO´TA´S
EGYETEMI FELVE´TELI FELADATOKRA
A´GOSTON KOLOS CSABA, BIRO´ PE´TER
Felve´teli feladatok elemze´se a matematikai, ko¨zgazdasa´gi e´s sza´mı´ta´stu-
doma´nyi szakirodalomban egyara´nt prospera´lo´ teru¨lette´ va´lt az elmu´lt 55 e´v-
ben. Ezeket a ke´toldali pa´ros´ıta´si feladatokat jellemzo˝en az u´n. Gale-Shapley
(ke´sleltetett elfogada´si) algoritmussal, vagy annak valamely tova´bbfejlesztett
va´ltozata´val oldja´k meg. Ebben a cikkben alternat´ıva´t adunk: a felve´teli
feladatokat ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladatke´nt (IP) kezelju¨k. Arra a spe-
cia´lis esetre adunk meg ha´rom ku¨lo¨nbo¨zo˝ IP-modellt, amikor az egyetemekre
(vagy a magyar alkalmaza´sban a szakokra) ko¨zo¨s felso˝ kvo´ta´k vonatkoznak.
Ez alapveto˝en egy NP-nehe´z feladat, de az a´ltalunk bemutatott IP-modellel
a szimula´cio´ink szerint nagyme´retu˝ feladatok is megoldhato´ak.
1. Bevezete´s
A felso˝oktata´si jelentkeze´seket a vila´g to¨bb orsza´ga´ban ko¨zpontos´ıtott rendsze-
rek kezelik [5]. Ezekben a rendszerekben a dia´kok jelentkeze´skor sorrendet a´ll´ı-
tanak fel azon ke´pze´sek ko¨zo¨tt, amelyeken el tudja´k ke´pzelni tova´bbtanula´sukat.
A jelentkezo˝ket az egyetemek a felve´teli pontsza´m alapja´n rangsorolja´k, amely
jellemzo˝en a ko¨ze´piskolai e´rdemjegyeken e´s a felve´teli vizsga´n ele´rt eredme´nyen
alapul. A szakok esete´n a kvo´ta meghata´rozza a maxima´lis felveheto˝ le´tsza´mot. A
feladat az, hogy megadjunk egy hozza´rendele´st a jelentkezo˝k e´s a ke´pze´sek ko¨zo¨tt,
azaz megadjuk, hogy melyik dia´k melyik szakon fog tova´bbtanulni.
A felve´teli feladatok megolda´sa´ban me´rfo¨ldko˝ Gale e´s Shapley [10] a´ltal javasolt
ke´sleltetett elfogada´si algoritmus, amely a jelentkeze´sek sza´ma´val ara´nyosan no¨vo˝
futa´sido˝ben (linea´ris ido˝ben) megad egy u´n. stabil megolda´st. A megolda´s akkor
stabil, ha nem le´tezik u´n. blokkolo´ pa´r ; azaz semelyik dia´kot sem lehet a preferencia
lista´ja´ban egy jobb helyre felvenni, ugyanis ott ma´r tel´ıtve van a kvo´ta na´la´na´l jobb
dia´kokkal.
Konkre´t felso˝oktata´si rendszerekben elo˝fordulnak olyan specialita´sok, amelyek
megnehez´ıtik (vagy lehetetlenne´ teszik) a Gale–Shapley-algoritmus alkalmaza´sa´t.
Ilyen specialita´s a holtversenyek kezele´se: ko¨nnyen elke´pzelheto˝, hogy ketto˝
(vagy to¨bb) dia´k azonos pontot e´r el egy adott szakon. Ha ez a pontsza´m pont a
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”
hata´ron” van, akkor mindegyiku¨k felve´tele´vel tu´lle´pne´nk a kvo´ta´t. Ilyen esetben
to¨bbfe´le megolda´s is elke´pzelheto˝: a) valamilyen mo´don felbontja´k a holtversenyt,
azaz meghata´roznak egy mesterse´ges sorrendet a jelentkezo˝k ko¨zo¨tt, mondjuk ve´-
letlen sza´m genera´la´sa´val (ahogy I´rorsza´gban teszik), vagy demogra´fiai va´ltozo´k
seg´ıtse´ge´vel (pl. a to¨ro¨k rendszerben); b) egyenlo˝ ba´na´smo´dot alkalmaznak, mint
pe´lda´ul Magyarorsza´gon vagy Chile´ben. Ez uto´bbi esetben az azonos pontsza´mu´
dia´kokat egyforma´n kell kezelni: mindenkit fel kell venni, vagy mindenkit vissza
kell utas´ıtani. Magyarorsza´gon a kvo´ta nem se´ru¨lhet, teha´t itt ko¨nnyen elo˝fordul-
hat, hogy egy ke´pze´s nem lesz tele, me´g ha lenne´nek is hallgato´k, akik szeretne´nek
ott tova´bbtanulni. Chile´ben a do¨nte´s a dia´koknak kedvez: az utolso´ csoportot
me´g akkor is felveszik, ha velu¨k ma´r tu´lcsordul a kvo´ta. Holtversenyek esete´n
mo´dos´ıtott Gale–Shapley-algoritmust tudunk haszna´lni, amely hate´konyan meg-
oldja a proble´ma´t, ba´r az elja´ra´s ne´ha´ny jo´ tulajdonsa´ga se´ru¨l, pl. az igazmonda´sra
o¨szto¨nze´s (bo˝vebben la´sd [1], [7] e´s [9]).
Magyarorsza´gon egy ma´sik specialita´s az also´ kvo´ta´k haszna´lata, amellyel gaz-
dasa´gos me´retu˝ ke´pze´sek ind´ıta´sa´t e´rhetju¨k el. Egy szak csak akkor indul, ha
legala´bb minima´lis le´tsza´mu´ dia´kot oda tudunk rendelni. Az also´ kvo´ta´k haszna´-
lata esete´n a stabil megolda´s le´teze´se nem garanta´lt, e´s a feladat NP-nehe´z [6].
U¨gyes heurisztika´kkal e´s ege´sze´rte´ku˝ programoza´si mo´dszerrel azonban kezelheto˝
a proble´ma [2].
Egy u´jabb specialita´s az u´n. ko¨zo¨s kvo´ta, amellyel ebben az ı´ra´sban foglalko-
zunk. Magyarorsza´gon sok ke´pze´s esete´n van a´llamilag ta´mogatott e´s o¨nko¨ltse´ges
finansz´ıroza´si forma is. Az egyetemek 2008 o´ta szakonke´nt egy keretsza´mmal ad-
ja´k meg a hozza´juk felveheto˝ dia´kok maxima´lis le´tsza´ma´t, ezen tu´lmeno˝en rend-
szerszinten sza´mukra ko¨zo¨mbo¨s a finansz´ıroza´si forma (azaz, nem osztja´k meg a
kvo´ta´t). A korma´nyzat oktata´spolitikai megfontola´sok miatt szakonke´nt szab kere-
tet az a´llamilag finansz´ırozott helyekre (de csak ezekre, a ko¨ltse´gte´r´ıte´ses helyekre
nem), e´s ezt a keretsza´mot nem osztja sze´t az egyetemek ko¨zo¨tt. Erre a feladatra
nem mindig adhato´ stabil megolda´s, e´s a proble´ma NP-nehe´z [6]. Jelen cikkben ha´-
rom IP-modellt adunk meg a ko¨zo¨s kvo´ta´s feladatra; e´s ba´r mindha´rom ugyanazt
a pa´ros´ıta´st adja, futa´si ido˝ben jelento˝s a ku¨lo¨nbse´g.
IP-feladatok haszna´lata felve´teli feladatok (vagy egye´b ke´toldali stabil pa´ros´ı-
ta´si feladatok) esete´n egy u´j ira´ny a szakirodalomban. Az eddigi mello˝zo¨ttse´gnek
re´szben az az oka, hogy a gyakorlatban nagyok a feladatok e´s a Gale–Shapley-
t´ıpusu´ heurisztika´k ele´g jo´l mu˝ko¨dnek. Az ege´sze´rte´ku˝ programoza´s u´jkeletu˝ vizs-
ga´lata´t viszont az indokolja, hogy a konkre´t alkalmaza´sok sora´n egyre to¨bb a
specialita´s, amelyek sokszor NP-nehe´zze´ teszik a proble´ma´t. Emellett a szofisz-
tika´lt szolverek e´s az ero˝s ge´pek egyre nagyobb feladatok megolda´sa´t teszik le-
heto˝ve´ ege´sze´rte´ku˝ programoza´si technika´val. Tova´bba´ ez a mo´dszer robosztus,
vagyis ko¨nnyen bo˝v´ıtheto˝ u´j felte´telekkel, illetve a do¨nte´shozo´k szempontjai meg-
jelen´ıtheto˝ek a ce´lfu¨ggve´nyekben. A ko¨vetkezo˝ szakirodalmi forra´sokat aja´nljuk
az e´rdeklo˝knek a te´mako¨rben: [2], [3], [8], [11], [12].
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2. Ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladat
2.1. Jelo¨le´sek
Jelo¨lje A a jelentkezo˝k halmaza´t, amelynek elemei: ai ∈ A, e´s C a szakok
halmaza´t, amelynek elemei: cj ∈ C. Legyen rij a j szak rangsorsza´ma i je-
lentkezo˝ esete´n, sij pedig az i jelentkezo˝ felve´teli pontsza´ma j szak esete´n. Egy
dia´knak elte´rhet a pontsza´ma szakonke´nt: pl. ko¨zgazdasa´gi ke´pze´s esete´n az angol
nyelvvizsga´e´rt ja´r pluszpont, angol szak esete´n nem; illetve ko¨zgazda´sz szakra a
to¨rte´nelem jegyek sza´mı´tanak, mı´g informatikus szakra a fizika. Cikku¨nk tova´b-
bi re´sze´ben feltesszu¨k, hogy semelyik ke´t dia´knak nem egyezik meg a pontsza´ma
egyik szakon sem (ez a helyzet pe´lda´ul I´rorsza´gban, ahol sorsola´ssal bontja´k fel
a holtversenyeket, dia´konke´nt ku¨lo¨nbo¨zo˝ kis ve´letlen sza´mot adva a pontsza´mok-
hoz). A ke´pze´sek esete´n uj jelo¨li a (felso˝) kvo´ta´t, enne´l to¨bb dia´kot nem lehet
felvenni az adott szakra. A jelentkeze´sek halmaza´t E jelo¨li, ahol E ⊆ A× C.
2.2. Alap felve´teli feladat
A jelentkeze´sek egy halmaza´t pa´ros´ıta´snak nevezzu¨k, ha minden jelentkezo˝ csak
maximum egy szakra keru¨l felve´telre, e´s minden szak esete´n a felvett dia´kok sza´ma
legfeljebb annyi, mint a kvo´ta. Egy pa´ros´ıta´s stabil, ha minden nem kiva´lasztott
(ai, cj) esete´n vagy ai dia´k fel lett ve´ve egy sza´ma´ra kedvezo˝bb helyre, vagy cj
szakon a kvo´ta tel´ıtve van ai-ne´l jobb jelentkezo˝kkel. Felve´teli feladatok esete´n a
legismertebb LP-modell Ba¨ıou e´s Balinski ([4]) neve´hez fu˝zo˝dik.∑
j:(ai,cj)∈E
xij ≤ 1 ∀ai ∈ A, (1)
∑
i:(ai,cj)∈E






xhj ≥ uj ∀(ai, cj) ∈ E,
xij ∈ {0, 1}, ∀(ai, cj) ∈ E .
(3)
Az (1) e´s (2) korla´tok u´n. megvalo´s´ıthato´sa´gi korla´tok : (1) korla´t biztos´ıtja,
hogy egy dia´kot csak maximum egy helyre lehet felvenni, (2) pedig azt, hogy egy
szakra maximum uj dia´kot lehet felvenni. A (3) korla´t az u´n. stabilita´si korla´t.
Minden jelentkeze´s esete´n van egy ilyen stabilita´si korla´t. Ha az ai jelentkezo˝t fel-
vette´k a cj szakra, vagy egy enne´l prefera´ltabb szakra, akkor (
∑
k:rik≤rij xik)uj tag
legala´bb uj , teha´t a stabilita´si korla´t teljesu¨l. Ha ai jelentkezo˝t nem vette´k fel sem
erre a szakra, sem egy enne´l sza´ma´ra kedvezo˝bb szakra, akkor a (
∑
k:rik≤rij xik)uj
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kifejeze´s 0, ebbo˝l ko¨vetkezo˝en a
∑
h:(ah,cj)∈E,shj>sij xhj kifejeze´s legala´bb uj , teha´t
van kvo´ta´nyi dia´k, akiket felvettek a cj szakra, e´s to¨bb pontjuk van, mint ai-nek.
Ko¨zo¨s kvo´ta´k esete´n szakhalmazokra adhatunk meg felso˝ korla´tot. Ha Cp ⊆ C
egy szakhalmaz, akkor jelo¨lje up a ra´ vonatkozo´ ko¨zo¨s kvo´ta´t. A pa´ros´ıta´s megen-
gedett, ha ezeket a ko¨zo¨s kvo´ta´kat is teljes´ıti. Ko¨zo¨s kvo´ta´kat csak olyan szakokra
van e´rtelme meghata´rozni, ahol a dia´koknak ugyanannyi pontjuk van a ko¨zo¨s kvo´-
ta minden szakja esete´n. A megolda´s stabilita´sa u´gy mo´dosul, hogy ha egy (ai, cj)
jelentkeze´s nincs benne a pa´ros´ıta´sban, akkor a kora´bbi ke´t indokon k´ıvu¨l egy har-
madik oka is lehet, me´gpedig, hogy cj benne van egy olyan Cp szakhalmazban,
aminek az up ko¨zo¨s kvo´ta´ja ai-ne´l magasabb pontsza´mu´ dia´kokkal lett felto¨ltve.
Az egyetemi felve´teli ko¨zo¨s kvo´ta´s va´ltozata´t Biro´ e´s szerzo˝ta´rsai definia´lta´k
e´s vizsga´lta´k meg elo˝szo¨r [6]. Megmutatta´k, hogy ha egyma´sba a´gyazottak a ko¨zo¨s
kvo´ta´val rendelkezo˝ szakhalmazok (vagyis ha ba´rmely Cp e´s Cq szakhalmazokban
van egy ko¨zo¨s szak, akkor vagy Cp ⊂ Cq, vagy Cp ⊃ Cq fenna´ll), akkor a Gale–
Shapley-algoritmus a´ltala´nos´ıtott va´ltozataival mindig hate´konyan tala´lhato´ stabil
megolda´s. Ha viszont ez a tulajdonsa´g nem a´ll fenn a szakhalmazok rendszere´re,
akkor nem garanta´lt a stabil pa´ros´ıta´s le´teze´se, e´s a feladat NP-nehe´z. Sajna´la-
tos mo´don a hazai rendszer egyma´sba a´gyazottsa´ga egy korma´nyzati do¨nte´s uta´n
megszu˝nt 2008-ban, vagyis a hazai feladat nem mindig megoldhato´, e´s NP-nehe´z.
Az ege´sze´rte´ku˝ programoza´si feladatot tekintve, amennyiben ko¨zo¨s kvo´ta´k van-
nak, u´gy (1) korla´tot kicsere´lju¨k a∑
(ai,cj)∈E;cj∈Cp
xij ≤ up ∀Cp ⊆ C (4)
korla´tra, teha´t van a szakoknak egy re´szhalmaza (Cp), amely szakokon tanulo´
dia´kok o¨sszes sza´ma nem lehet to¨bb, mint up. Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt az egyedi
korla´tokat is (ha vannak) ko¨zo¨s kvo´take´nt fogalmazzuk meg. Ebben az esetben Cp
re´szhalmaz csak egy szakot tartalmaz.
Ko¨zo¨s kvo´ta´k esete´n egy dia´kot csak akkor lehet hozza´rendelni egy szakhoz, ha
belefe´r az o¨sszes kvo´ta´ba. Pl.: c1 szak esete´n a kvo´ta 20, c1 e´s c2 szak egyu¨ttese´re
a ko¨zo¨s kvo´ta 10. Ekkor c1 szakhoz biztosan nem fogunk tudni hozza´rendelni 20
dia´kot, me´g akkor sem, ha lenne 20 dia´k, aki szeretne itt tanulni. Teha´t ko¨zo¨s
kvo´ta´k esete´n nem biztos´ıthato´ a (3) stabilita´si korla´t teljesu¨le´se, mo´dos´ıtanunk






xhk + up(1− bpj) ≥ up
∀Cp, (ai, cj) ∈ E, cj ∈ Cp
(5)
La´thato´, hogy ha a bpj bina´ris sege´dva´ltozo´ 0, akkor az (5) stabilita´si korla´t
teljesu¨l. Minden szak esete´n legala´bb egy kvo´ta´ra teljesu¨lnie kell a stabilita´si
korla´tnak az eredeti forma´ja´ban is, azaz:
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∑
p:cj∈Cp
bpj ≥ 1 ∀cj ∈ Cp . (6)
Teha´t stabil megolda´st kapunk, ha egy tetszo˝leges ce´lfu¨ggve´nyt maximaliza´lunk
az (1), (4), (5) e´s (6) korla´tok mellett. Minden do¨nte´si va´ltozo´ (x e´s b va´ltozo´k)
bina´ris. Nevezzu¨k ezt a modellt AFFF-nek (alap felve´teli feladat fel´ıra´s). Fontos
hangsu´lyozni, hogy ezen modell esete´n a nemnulla elemek sza´ma kvadratikusan no˝
a jelentkeze´sek sza´ma´val.
2.3. Stabil felve´teli feladat ponthata´rokkal
Az egyetemi felve´teli feladat (ko¨zo¨s kvo´ta´k esete´n is) le´ırhato´ a pontsza´mha-
ta´rokkal. Minden kvo´ta´hoz meghata´rozunk egy felve´teli pontsza´mot. Egy dia´k
felveheto˝ egy szakra, ha a szakot tartalmazo´ o¨sszes kvo´ta pontsza´ma´t ele´ri vagy
meghaladja. A ponthata´rok alapja´n terme´szetes mo´don genera´lhatunk egy pa´ro-
s´ıta´st: minden dia´kot felvesszu¨k a preferencia lista´ja´ban az elso˝ olyan szakra, ahol
a szakhoz tarto´zo´ o¨sszes ponthata´rt ele´ri vagy meghaladja.
Ponthata´rok a´ltal megadott pa´ros´ıta´s akkor lehetse´ges, ha egyik kvo´ta sem
se´ru¨l. Egy ilyen lehetse´ges alloka´cio´t irigyse´gmentes alloka´cio´nak (envy-free al-
location) h´ıv a szakirodalom (la´sd pl.:[13]). Ke´rde´s, hogy egy lehetse´ges pontha-
ta´rvektor mikor fog stabil alloka´cio´t eredme´nyezni. Egy ir´ıgyse´gmentes alloka´cio´
esete´n a rendszerben lehet
”
pazarla´s”. Pazarla´s alatt azt e´rtju¨k, hogy egy dia´kot
elutas´ıtanak egy olyan szakro´l, ahova ha felvenne´nk, semilyen felte´tel sem se´ru¨lne.
Erre a pazarla´sra a legegyszeru˝bb pe´lda, ha kello˝en magasra a´ll´ıtjuk be a pontha-
ta´rokat: ekkor egy dia´k sem keru¨l be egyetlen szakra sem. Teha´t a stabilita´shoz
azt kell ele´rni, hogy ne legyen pazarla´s egy irigyse´gmentes pa´ros´ıta´sban.
Elso˝ megko¨zel´ıte´s az lehetne, hogy egy ponthata´rvektor akkor lesz stabil, ha
ba´rmelyik ponthata´rt is cso¨kkentju¨k, akkor valamelyik kvo´ta tu´ltel´ıto˝dik. Ez a
klasszikus egyetemi felve´teli proble´ma´ra mu˝ko¨dik, de sajnos ko¨zo¨s kvo´ta´k esete´n
nem vezet eredme´nyre. Ko¨zo¨s kvo´ta´k esete´n ugyanis elke´pzelheto˝, hogy nincs sta-
bil alloka´cio´, pedig ebben az esetben is meg tudunk adni ponthata´rokat, hogy
ha ba´rmelyik ponthata´rt cso¨kkentju¨k, akkor szu¨kse´gke´ppen tu´ltel´ıto˝dik egy kvo´-
ta. Ilyen ponthata´roknak az lesz a tulajdonsa´guk, hogy ha bizonyos ponthata´rok
cso¨kkene´se esete´n tu´ltel´ıto˝dik egy kvo´ta, akkor az nem felte´tlenu¨l a saja´tjuk. Azt
kell ele´rni, hogy ba´rmelyik ponthata´r cso¨kkente´se´vel a saja´t kvo´ta´juk tel´ıto˝djo¨n
tu´l. Ez a megko¨zel´ıte´s oda vezet, hogy a nem tel´ıtett kvo´ta´k esete´n le tudjuk vinni
a ponthata´rt 0-ig. Teha´t egy ponthata´r egyu¨ttes stabil eloszta´st eredme´nyez, ha
az eloszta´s lehetse´ges, e´s nem tel´ıtett kvo´ta´k esete´n a ponthata´r 0 (bo˝vebben la´sd
[2]).
A ko¨zo¨s kvo´ta´s ege´sze´rte´ku˝ programoza´si modellt most pontsza´mok seg´ıtse´ge´-
vel ı´rjuk le: jelo¨lje tp a Cp kvo´ta esete´n a felve´teli ponthata´rt. Az egyszeru˝se´g
kedve´e´rt feltesszu¨k, hogy a pontsza´mok csak ege´sz e´rte´kek lehetnek, tp va´ltozo´ is
ege´sze´rte´ku˝ do¨nte´si va´ltozo´ lesz.
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Elo˝szo¨r egy irigyse´gmentes hozza´rendele´st adunk meg alkalmas korla´tokkal.
Az xij va´ltozo´ ugyanazt jelenti, mint kora´bban, e´s szu¨kse´gu¨nk van az (1) e´s (4)
korla´tokra. A stabilita´si korla´tok helyett ma´s korla´taink lesznek. Ne´zzu¨k elo˝szo¨r
a klasszikus esetet, amikor nincsenek ko¨zo¨s kvo´ta´k, csak a szakokra vannak egyedi
kvo´ta´k. Jelo¨lje s¯ a lehetse´ges legnagyobb pontsza´mot. Ekkor:
tj ≤ (1− xij) · (s¯+ 1) + sij ∀(ai, cj) ∈ E, (7)
e´s




 · (s¯+ 1) ∀(ai, cj) ∈ E (8)
korla´tok megteremtik a kapcsolatot a ponthata´rok e´s a pa´ros´ıta´s ko¨zo¨tt, vagy-
is megadnak egy irigyse´gmentes hozza´rendele´st. A (7) korla´t semmitmondo´, ha
xij = 0. Ha xij = 1 (teha´t az ai jelentkezo˝t felveszik a cj szakra), akkor viszont a
korla´t elo˝´ırja, hogy a cj szak esete´n a ponthata´r nem lehet nagyobb, mint amennyi
pontja van az ai dia´knak. Ne´zzu¨k a (8) korla´tot. Amennyiben egy jelentkeze´s
esete´n a
∑
k:rik≤rij xik o¨sszeg 1 (teha´t az ai jelentkezo˝t felvette´k vagy a j szakra,
vagy egy enne´l prefera´ltabb szakra), akkor a korla´t semmitmondo´ megint. Ellen-
ben ha a
∑
k:rik≤rij xik o¨sszeg 0 (teha´t az ai jelentkezo˝t nem vette´k fel sem a cj
szakra, sem egy enne´l prefera´ltabb szakra), akkor a korla´t elo˝´ırja, hogy a cj szak
esete´n a ponthata´r nagyobb, mint amennyi pontja az ai jelentkezo˝nek van.
Ne´zzu¨k, hogyan va´ltoznak a korla´tok ko¨zo¨s kvo´ta´s modell esete´n. Ekkor a
ponthata´rok nem a szakokhoz tartoznak, hanem a (ko¨zo¨s) kvo´ta´khoz, e´s egy dia´kot
csak akkor lehet felvenni egy szakra, ha a hozza´ tartozo´ o¨sszes kvo´ta´ra felveszik.
A (7) korla´t
tp ≤ (1− xij) · (s¯+ 1) + sij ∀(ai, cj) ∈ E, cj ∈ Cp (9)
alakra mo´dosul, a (8) korla´tot pedig helyettes´ıtju¨k a
sij + 1 ≤ tp +
 ∑
k:rik≤rij
xik + (1− bpj)
 · (s¯+ 1) ∀(ai, cj) ∈ E, cj ∈ Cp (10)
korla´ttal, e´s terme´szetesen most is szu¨kse´gu¨nk van a (6) korla´tra.
A (10) e´s (6) korla´tok egyu¨ttesen biztos´ıtja´k, hogy ha valakit nem vesznek fel
egy adott szakra, akkor van egy olyan kvo´ta, ahol a ponthata´r nagyobb, mint
amennyi pontja az ai dia´knak van.
Ha azt szeretne´nk ele´rni, hogy az eredme´nyu¨l ado´do´ irigyse´gmentes pa´ros´ıta´s
stabil is legyen, akkor elo˝ kell ı´rni, hogy a nem tel´ıtett szakok esete´n a ponthata´r
0. Ennek biztos´ıta´sa´ra bevezetu¨nk egy fp bina´ris va´ltozo´t, ami azt fogja mutatni,
hogy a Cp kvo´ta tel´ıtett-e.
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fp · up ≤
∑
(ai,cj)∈E:cj∈Cp
xij ∀Cp ⊆ C, (11)
e´s
tp ≤ fp(s¯+ 1) ∀Cp ⊆ C. (12)
O¨sszesse´ge´ben egy tetszo˝leges ce´lfu¨ggve´nyt maximaliza´lunk az (1), (4), (9),
(10), (6), (11) e´s (12) korla´tok mellett. Az xij , bpj e´s fp do¨nte´si va´ltozo´k bina´ri-
sak, a tp do¨nte´si va´ltozo´k pedig ege´sze´rte´ku˝ek. Nevezzu¨k ezt a modellt SFPF-nek
(stabil felve´teli ponthata´rok fel´ıra´s). Lehet la´tni, hogy az AFFF-modellhez ke´pest
to¨bb a do¨nte´si va´ltozo´. Viszont a nemnulla elemek sza´ma csak linea´risan no¨vek-
szik a jelentkeze´sek sza´ma´val. Mivel az SFPF-modell vegyes ege´sze´rte´ku˝ feladat,
eze´rt numerikus szempontbo´l nem felte´tlenu¨l a legjobb (aka´r nagyon hosszu´ futa´si
ido˝kkel is szembesu¨lhetu¨nk).
2.4. Stabil felve´teli feladat bina´ris ponthata´rokkal
Lehetse´ges azonban tiszta bina´ris modelle´ a´tforma´lni az SFPF fel´ıra´st. Ekkor
a ponthata´rokat bina´ris va´ltozo´kka´ alak´ıtjuk. Szerencse´re a ponthata´rok csak
te´nylegesen elo˝fordulo´ pontok lehetnek, eze´rt nem szu¨kse´ges minden lehetse´ges
pontsza´mhoz bina´ris va´ltozo´t bevezetni. Tekintsu¨nk egy (ai, cj) ∈ E jelentkeze´st,
vagyis az ai dia´k jelentkeze´se´t a cj szakra. Ekkor az o¨sszes Cp kvo´ta esete´n,
ami tartalmazza a cj szakot, bevezetu¨nk egy tpi bina´ris va´ltozo´t. Ezen va´ltozo´ 1
e´rte´ke azt jelenti, hogy a Cp kvo´ta esete´n a ponthata´r sij , vagy enne´l alacsonyabb
(teha´t az ai dia´kot a Cp kvo´ta´ba felvehetju¨k). A tpi va´ltozo´ 0 e´rte´ke azt jelenti,
hogy a Cp kvo´ta´ba sij pontna´l kevesebbel nem lehet bekeru¨lni (sij ponttal nem
eldo¨nto¨tt, hogy egy dia´k bekeru¨l-e vagy sem). Ne´zzu¨nk teha´t ezt a konkre´t (ai, cj)
jelentkeze´st. Az ai dia´kot fel kell venni a cj szakra, vagy egy enne´l prefera´ltabb





tpi − (qj − 1) ∀(ai, cj) ∈ E, (13)
ahol qj jelo¨li azon kvo´ta´k sza´ma´t, ami tartalmazza a j szakot.
Ha egy dia´kot nem veszu¨nk fel egy kvo´ta´ba, akkor na´la rosszabbat sem vehe-
tu¨nk fel ide. Ezt a rela´cio´t viszont nem ı´rjuk fel az o¨sszes viszonylatban, csak a
pontsza´mok tekintete´ben a soron ko¨vetkezo˝ esete´n:
xij ≤ tpi′ ∀(ai, cj), (ai′ , cj′) ∈ E; cj , cj′ ∈ Cp;n(p, sij) = si′j′ , (14)
ahol n(p, sij) megadja a Cp kvo´ta esete´n a rangsorban sij pontsza´m uta´n ko¨vetkezo˝
(magasabb) pontsza´mot.
Szu¨kse´gu¨nk van me´g a ponthata´rok ko¨zo¨tti koherencia´ra:
tpi ≤ tpi′ ∀(ai, cj), (ai′ , cj′) ∈ E; cj , cj′ ∈ Cp;n(p, sij) = si′j′ . (15)
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Eljutottunk megint egy irigyse´gmentes hozza´rendele´shez. Ha azt akarjuk, hogy
a pa´ros´ıta´s stabil legyen, akkor elo˝ kell megint ı´rni, hogy egy adott kvo´ta vagy tele
van, vagy 0 a ponthata´r. A 0 ponthata´r azt is jelenti, hogy mindenkit felvettu¨nk
az adott szakra, aki ott szeretett volna tanulni:
up − uptpi ≤
∑
(ai,cj)∈E:cj∈Cp
xij ∀Cp ⊆ C; ai : ai = m(p), (16)
ahol m(p) megadja azt a jelentkezo˝t, akinek legkisebb a felve´teli pontsza´ma a Cp
kvo´ta esete´n.
Maximaliza´lunk egy tetszo˝leges ce´lfu¨ggve´nyt az (1), (4), (13), (14), (15) e´s (16)
korla´tok mellett. Ez a modell az SBFPF (stabil bina´ris felve´teli ponthata´rok fel-
ı´ra´s), ezen megko¨zel´ıte´s esete´n minden do¨nte´si va´ltozo´ (xij e´s tpi) bina´ris. Most
is linea´ris a viszony a jelentkeze´sek sza´ma e´s a nemnulla elemek ko¨zo¨tt. Tova´bbi
fontos megjegyze´s, hogy a tpi va´ltozo´ esete´n nem kell ege´sze´rte´ku˝se´gi kiko¨te´s, csak
a legalso´ pontsza´mok esete´n. Ha a legmagasabb pontsza´mokhoz tartozo´ tpi va´lto-
zo´khoz elo˝´ırjuk, hogy e´rte´ku¨k 1-ne´l nem lehet nagyobb, akkor a to¨bbi tpi va´ltozo´
esete´n a tpi ≤ 1 kiko¨ke´teseket is el lehet hagyni.
Numerikus vizsga´latok sora´n azt tapasztaltuk, hogy az SBFPF-modell seg´ıtse´-
ge´vel viszonylag nagyme´retu˝ feladatokat is meg lehet oldani. Genera´lt adatokon
300 000 jelentkeze´st tartalmazo´ minta´t is meg tudtunk oldani, kb. ennyi jelentke-
ze´s van (e´vente) a magyar felso˝oktata´si jelentkeze´si rendszerben (nem ko¨zo¨s kvo´ta´s
modellekhez numerikus eredme´nyek ele´rheto˝ek [1]-ben e´s [2]-ben; a ko¨zo¨s kvo´ta´s
modellek tesztele´se´n jelenleg is dolgozunk, amelynek eredme´nye´t egy ke´so˝bbi ta-
nulma´nyban fogjuk ismertetni). Az eredme´ny aze´rt is ku¨lo¨no¨sen hangsu´lyos, mert
a ko¨zo¨s kvo´ta´s modell NP-nehe´z feladat, eze´rt hate´kony algoritmus le´teze´se gya-
korlatilag kiza´rt ebben az esetben. Terme´szetesen nem biztos, hogy tetszo˝leges
minta esete´n ilyen kedvezo˝ek a futa´si eredme´nyek, de u´gy tu˝nik, hogy az alkalma-
za´sokban elo˝fordulo´ minta´k esete´n az SBFPF-modell hate´kony mo´dszer az egzakt
megolda´s kisza´mı´ta´sa´ra.
3. O¨sszefoglala´s
A cikkben ismertettu¨k a felve´teli feladatot. Felve´teli feladatokat jellemzo˝en az
u´n. Gale–Shapley-algoritmussal szoka´s megoldani. A te´nylegesen megvalo´sulo´ fel-
ve´teli rendszerekben sza´mos specialita´s van, ami lehetetlenne´ teszi a Gale–Shaley-
algoritmus haszna´lata´t. Az egyik ilyen specialita´s a ko¨zo¨s kvo´ta´k jelenle´te.
A cikkben bemutata´sra keru¨lt ha´rom ku¨lo¨nbo¨zo˝ egye´sze´rte´ku˝ programoza´si fel-
adat a ko¨zo¨s kvo´ta´k esete´re. Az u´n. stabil bina´ris felve´teli ponthata´rok modell se-
g´ıtse´ge´vel genera´lt minta´kon meg tudtunk oldani akkora me´retu˝ feladatokat, mint
amilyen nagy a magyar felso˝oktata´si rendszer. Ra´ada´sul ezen modellek robosztu-
sak, tova´bb bo˝v´ıtheto˝ek linea´ris korla´tok hozza´ada´sa´val, illetve a ce´lfu¨ggve´nyu¨k is
szabadon va´laszthato´, ami a tova´bbi elo˝nyo¨ket jelent a Gale–Shapley-algoritmuson
alapulo´ heurisztika´kkal szemben.
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A´goston Kolos Csaba 1973-ban szu¨letett Oros-
ha´za´n. A szegedi Radno´ti Miklo´s Kı´se´rleti Gim-
na´zium specia´lis matematika tagozata´n tanult,
itt is e´rettse´gizett 1992-ben. Diploma´t a Bu-
dapesti Corvinus Egyetem jogelo˝dje´n kapott.
2006-ban ve´dte meg a doktori e´rtekeze´se´t szin-
te´n a Budapesti Corvinus Egyetemen. A dokto-
ri c´ım megszerze´se uta´n az egyetemen maradt,
itt oktatott e´s kutatott. Kutato´i teru¨lete elein-
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Biro´ Pe´ter matematikuske´nt ve´gzett a Buda-
pesti Mu˝szaki e´s Gazdasa´gtudoma´nyi Egyete-
men (2003), majd ugyanitt lett a matematika
e´s sza´mı´ta´studoma´nyok doktora (2007). Ezzel
egyideju˝leg ko¨zgazdasa´gtant tanult a Budapes-
ti Corvinus Egyetemen, ahol az EU szakira´nyt
ve´gezte el (2007). Kutata´si teru¨lete a koope-
rat´ıv ja´te´kelme´let, algoritmikus mechanizmus-
terveze´s, e´s ezeken belu¨l is a pa´ros´ıta´sok elme´-
lete. 2007-to˝l ha´rom e´s fe´l e´ven keresztu¨l volt a
University of Glasgow kutato´ja, majd 2010 ok-
to´bere´ben csatlakozott a Ko¨zgazdasa´gtudoma´-
nyi Inte´zet ja´te´kelme´leti kutato´csoportja´hoz. 2014-ben egy e´vet Stanfordban to¨l-
to¨tt vende´gprofesszorke´nt, Al Roth megh´ıva´sa´ra. 2016. ju´lius 1-e´n indult a Len-
du¨let Program a´ltal ta´mogatott Piacterveze´s kutato´csoportja. Az elme´leti kutata´-
sok mellett gyakorlati alkalmaza´sokban is ko¨zremu˝ko¨do¨tt, ı´gy pe´lda´ul az Egyesu¨lt
Kira´lysa´g vesecsere-programja´ban, a sko´ciai rezidensek alloka´cio´s programja´ban,
vagy a magyar felso˝oktata´si felve´teli rendszer pontsza´mı´ta´si elja´ra´sa´ban. Ezekro˝l
e´s tova´bbi alkalmaza´sokro´l bo˝vebb informa´cio´ az a´ltala szerkesztett online gyu˝jte-
me´nyben tala´lhato´. Tova´bbi informa´cio´kat a kutato´i weblapja´n e´rheto˝k el.
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INTEGER PROGRAMMING TECHNIQUES FOR COLLEGE
ADMISSION PROBLEM WITH COMMON QUOTAS
Kolos Csaba A´goston and Pe´ter Biro´
College admission problems have been intensively studied in the past 55 years in the math-
ematics, economics and computer science literatures. The standard method for solving these
two-sided matching problems is by the deferred-acceptance algorithm of Gale and Shapley, or
by its variants. In this paper we study the alternative method of integer programming (IP). We
give three different IP formulations for the special case of college admission problems, where the
common upper quotas are present. This is an NP-hard problem, but our simulations show that
one of our formulations can be solved for large instances as well.
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VESECSEREPROGRAMOK MATEMATIKA´JA
BIRO´ PE´TER
Amennyiben egy vesebetegnek van egy lehetse´ges e´lo˝donorja, de az im-
munolo´giai szempontbo´l nem kompatibilis vele, akkor to¨bb orsza´gban le-
heto˝se´ge van arra, hogy szervezett keretek ko¨zt elcsere´lje a donorja´t egy
sza´ma´ra kompatibilis donorra. A csere´ket ko¨zpontilag koordina´lo´ pa´ros´ıto´
alkalmaza´sokat ko¨zgazda´szok, sza´mı´ta´studo´sok e´s transzplanta´cio´s szakem-
berek egyara´nt szervezik e´s kutatja´k. Ebben a dolgozatban ro¨vid a´ttekinte´st
adunk a mo¨go¨ttes gra´felme´leti proble´ma´ro´l e´s annak megolda´si leheto˝se´geiro˝l
ege´sze´rte´ku˝ programoza´ssal.
1. Bevezete´s
Ko¨zpontilag koordina´lt pa´ros´ıto´ programok az e´let sok teru¨lete´n keru¨ltek ma´r
bevezete´sre, dia´kok alloka´la´sa iskola´khoz, egyetemi felve´teli, gyakornokok alloka´-
la´sa, tanta´rgyva´laszta´s, cikkek alloka´la´sa b´ıra´lo´khoz, hogy csak ne´ha´ny pe´lda´t
eml´ıtsu¨nk (egy re´szletes o¨sszefoglalo´ az alkalmaza´sokro´l: [5]). A vesebetegek e´s
potencia´lis e´lo˝donorok szervezett egyma´shoz pa´ros´ıta´sa egy u´j t´ıpusu´ alkalmaza´s,
ami az elmu´lt ke´t e´vtizedben vila´gszerte elterjedt.
A kro´nikus vesebetegse´g hagyoma´nyos kezele´se a dial´ızis, ami rossz e´letmino˝-
se´get e´s kedvezo˝tlen e´letkila´ta´sokat biztos´ıt a betegnek (nagyja´bo´l 10 e´ves, folya-
matosan romlo´ e´letkila´ta´ssal), eze´rt az orvostudoma´ny jelenlegi a´lla´sa szerint a
transzplanta´cio´ az egyetlen rea´lis gyo´gy´ıta´si leheto˝se´g. Halott donorbo´l keve´s van,
pe´lda´ul az USA-ban 300 000 ember a´ll dial´ızises kezele´s alatt, amibo˝l 100 000 van
rajta a va´ro´lista´n, de e´vente csak nagyja´bo´l 12 000 halott donor van, eze´rt az a´tla-
gos va´rakoza´si ido˝ 8-10 e´v a vese´re. Mivel egy ege´szse´ges embernek ke´t vese´je van,
e´s eggyel sem romlik le´nyegesen az e´letkila´ta´sa, eze´rt az e´lo˝donoros transzplanta´cio´
a nyugati vila´gban mindenu¨tt elo˝te´rbe keru¨lt. Ha azonban a beteg donorja (tipi-
kusan a ha´zasta´rsa) nem kompatibilis a beteggel, ve´rcsoport vagy antige´n (HLA)
proble´ma miatt, akkor a ko¨zvetlen dona´cio´ nem jo¨het le´tre. Ha viszont van egy
ma´sik, hasonlo´ proble´ma´val rendelkezo˝ pa´r, e´s keresztben stimmelnek az immuno-
lo´giai adatok, akkor a ke´t beteg elcsere´lheti egyma´s ko¨zo¨tt a donorjait. Az elso˝
ilyen pa´ros csere´t Euro´pa´ban 1999-ben hajtotta´k ve´gre egy sva´jci e´s egy ne´met
pa´r ko¨zo¨tt. 2004-ben indult be az elso˝ euro´pai program Hollandia´ban [8], aminek
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kerete´ben a regisztra´lt beteg-donor pa´rokat ha´romhavonta o¨sszepa´ros´ıtja´k. Je-
lenleg 10 euro´pai orsza´gban mu˝ko¨dik vesecsereprogram, amelyro˝l a COST Action
CA15210 (European Network for Collaboration on Kidney Exchange Programmes)
kerete´ben nemre´g ke´sz´ıtettu¨nk egy tanulma´nyt [6].
A csere´ket szinte minden mu˝ko¨do˝ programban egyido˝ben hajtja´k ve´gre, hiszen
le´pe´senke´nt to¨rte´no˝ dona´cio´ esete´n fenna´llhat a vesze´ly, hogy a csereko¨r megsza-
kad e´s az egyik beteg nemcsak kimarad a csere´bo˝l, hanem a donorja´t is elvesz´ıti.
Az egyetlen euro´pai program, ahol va´llaltan nem szimulta´n csere´ket hajtanak ve´g-
re (to¨bb nap alatt), Csehorsza´gban mu˝ko¨dik, itt hat-, illetve he´thosszu´ csere´ket
is ve´ghezvittek ma´r. Az a´ltala´nosan ko¨vetett egyideju˝ csere´k viszont logisztikai
okokbo´l azt eredme´nyezik, hogy csak kis me´retu˝, tipikusan legfeljebb ha´romhosszu´
csere´ket keresnek a programokban (Hollandia´ban legfeljebb ne´gyhosszu´t).
Az Amerikai Egyesu¨lt A´llamokban a New England Kidney Exchange Program
volt az elso˝ vesecsereprogram, ami 2005-ben kezdte meg mu˝ko¨de´se´t [18]. Jelenleg
ha´rom nagy orsza´gos program mu˝ko¨dik egyma´ssal a´tfede´sben: United Network for
Organ Sharing (UNOS), National Kidney Registry (NKR), e´s Alliance for Paired
Donation (APD) [13] ne´ven, de a csere´k to¨bbse´ge´t a nagyobb transzplanta´cio´s ko¨z-
pontok ha´zon belu¨l oldja´k meg. Kanada´ban e´s Ausztra´lia´ban orsza´gos programok
mu˝ko¨dnek, melyeket egy tanulma´nyban nemre´g o¨sszehasonl´ıtottak a holland e´s az
egyesu¨lt kira´lysa´gbeli programokkal [12]. Ve´gu¨l ke´t o¨sszefoglalo´ cikket javaslunk
a vesecsere te´mako¨re´nek a´ttekinte´se´re: [12], [14].
A cikk szerzo˝je az Egyesu¨lt Kira´lysa´g vesecsereprogramja´nak algoritmusa´n dol-
gozott 2007 e´s 2010 ko¨zo¨tt Glasgowban, ezen alapulnak a cikkben ismertetett elso˝
le´ıra´sok. A program 2007-ben kezdte meg mu˝ko¨de´se´t az NHS Blood and Tran-
splant szerveze´se´ben [15]. Elo˝szo¨r csak pa´ros csere´ket engedtek meg, majd 2008-to´l
ha´rom hosszu´ csere´ket is alkalmaztak. Az a´ltalunk implementa´lt elso˝ megolda´si
mo´dszer egy gra´fos heurisztika´n alapulo´ egzakt algoritmus volt [7], amelyet a ke´-
so˝bbiekben ege´sze´rte´ku˝ programoza´si mo´dszerre csere´ltek [16]. Az elmu´lt 10 e´vben
to¨bb mint 700 beteg kapott vese´t a programon keresztu¨l.
2. A vesecsereprogramok alapfeladata
Az Euro´pa´ban e´s a vila´g ma´s re´szein mu˝ko¨do˝ programok saja´tossa´gai elte´r-
nek egyma´sto´l, melyekro˝l az utolso´ fejezetben bo˝vebben is ı´runk. Az alapfeladat
viszont minden orsza´gban ugyanaz: a dona´cio´k sza´ma´nak maximaliza´la´sa ro¨vid
csereko¨ro¨k seg´ıtse´ge´vel. Ezt a feladatot fogjuk a ko¨vetkezo˝kben elo˝szo¨r ke´t gra´f-
elme´leti modell seg´ıtse´ge´vel le´ırni, majd ke´t ege´sze´rte´ku˝ programoza´si le´ıra´st adni
ra´.
2.1. Gra´felme´leti le´ıra´s, komplexita´s
Amennyiben a donorokat e´s betegeket egy-egy csu´ccsal reprezenta´ljuk, akkor a
kompatibilita´si gra´f egy pa´ros gra´f lesz, ahol egy donor akkor van o¨sszeko¨tve egy
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1. a´bra. Egy o¨t pa´rbo´l a´llo´ proble´ma le´ıra´sa a pa´ros gra´fos modellben.
2. a´bra. Az elo˝zo˝ proble´ma le´ıra´sa az ira´ny´ıtott gra´fos modellben.
beteggel, ha az kompatibilis vele. Amennyiben a dona´cio´k mino˝se´ge´t is tekintju¨k,
ahogy azt minden euro´pai orsza´gban teszik, akkor ezt az e´lekre ı´rt su´lyokkal rep-
rezenta´lhatjuk. A ro¨vid csere´kbo˝l a´llo´ megolda´s egy olyan pa´ros´ıta´snak felel meg
ezen a gra´fon, ahol egy donor akkor e´s csakis akkor lehet fedve, ha a pa´rja is fedve
van. Az 1. a´bra´n egy o¨t donorbo´l e´s o¨t betegbo˝l a´llo´ proble´ma´t illusztra´lunk.
A feladat ma´sik terme´szetes gra´fos le´ıra´sa az ira´ny´ıtott gra´fos modell, ahol a
csu´csok beteg-donor pa´rokat reprezenta´lnak, e´s egy csu´csbo´l akkor fut ira´ny´ıtott
e´l egy ma´sik csu´csba, ha az elso˝ donor kompatibilis a ma´sodik beteggel. Ebben
a modellben a megolda´s diszjunkt ko¨ro¨k halmaza, vagyis egy u´n. ko¨rpakola´s. A
fenti pe´lda a´tirata az ira´ny´ıtott gra´fos modellben a 2. a´bra´n la´thato´.
A maxima´lis me´retu˝ vagy su´lyu´ megolda´s proble´ma´ja elte´ro˝ komplexita´su´ atto´l
fu¨ggo˝en, hogy milyen felso˝ korla´t van adva a csereko¨ro¨k hossza´ra ne´zve. Amennyi-
ben csak ketto˝hosszu´ csere´ket engedu¨nk (ahogy jelenleg Franciaorsza´gban e´s Sve´d-
orsza´gban teszik), akkor a feladat egy maxima´lis me´retu˝/su´lyu´ pa´ros´ıta´s feladat-
ra reduka´lo´dik egy nempa´ros gra´fon, amely Edmonds algoritmusa´val hate´konyan
megoldhato´ [11].
Amennyiben nincs megko¨te´s a csereko¨ro¨k hossza´ra ne´zve, ahogy Csehorsza´g-
ban tekintenek a proble´ma´ra, akkor szinte´n polinomia´lis ido˝ben megoldhato´ a fel-
adat. A maxima´lis me´retu˝ csere´k proble´ma´ja esete´n ezt a pa´ros gra´f egyszeru˝
mo´dos´ıta´sa´val tudjuk megtenni: ko¨ssu¨nk o¨ssze minden beteget a donorja´val egy 0
su´lyu´ e´llel, a to¨bbi kompatibilis pa´r ko¨zo¨tt futo´ e´l su´lya pedig legyen 1. Az eredeti
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feladatban egy maxima´lis me´retu˝ csere´nek a mo´dos´ıtott pa´ros gra´fban egy teljes
maxima´lis su´lyu´ pa´ros´ıta´s felel meg, melyet a magyar mo´dszerrel gyorsan kisza´mı´t-
hatunk. Amennyiben maxima´lis su´lyu´ megolda´st keresu¨nk (ahol a su´ly a dona´cio´
mino˝se´ge´nek felel meg), akkor ugyan´ıgy kell elja´rnunk, a betegek e´s eredeti donor-
jaik ko¨zo¨tt 0 su´lyu´ e´lt kell bevezetnu¨nk a pa´ros gra´fban e´s maxima´lis su´lyu´ teljes
pa´ros´ıta´st tala´lni. A konstrukcio´ le´nyege, hogy amennyiben egy donor nem a saja´t
betege´vel keru¨l pa´ros´ıta´sra, akkor az o˝ betege is egy kompatibilis donorral lesz
pa´ros´ıtva, vagyis szerepelni fognak egy csereko¨rben, ha viszont egyma´ssal vannak
pa´ros´ıtva, akkor nem vesznek re´szt csere´ben [1].
Sajna´latos mo´don a valo´sa´gban leggyakoribb eset, amikor ketto˝ne´l hosszabb, de
korla´tos csere´ket engedu¨nk meg, NP-nehe´z feladatra vezet [1], amelyet hate´konyan
ko¨zel´ıteni sem lehet [7]. A gyakorlatban viszont a feladatot le´ıro´ gra´fok viszonylag
ritka´k, e´s emiatt exponencia´lis ideju˝ egzakt algoritmus is megfelelo˝en mu˝ko¨do¨tt
a 100-150 pa´rbo´l a´llo´ feladatokra az Egyesu¨lt Kira´lysa´gban 2007-2010 ko¨zo¨tt [7].
Ez a gra´fos heurisztika azonban nem felte´tlenu¨l mu˝ko¨dik nagyobb feladatokra,
illetve komplika´lt az a´t´ıra´sa specia´lis optimalita´si felte´telek esete´n, eze´rt te´rtek a´t
a legto¨bb orsza´gban ege´sze´rte´ku˝ programoza´si mo´dszerekre.
2.2. Ege´sze´rte´ku˝ programoza´s haszna´lata
Az ege´sze´rte´ku˝ programoza´s haszna´lata´t vesecsereprogramokban elo˝szo¨r Roth
e´s ta´rsai javasolta´k [17], majd Abraham e´s ta´rsai [1] fejlesztette´k ki az elso˝ szofiszti-
ka´lt formaliza´cio´kat az alapfeladatra, amelyek rendk´ıvu¨l hate´konynak bizonyultak
ve´letlenu¨l genera´lt adatokon. A ma ma´r klasszikusnak tekintheto˝ cikkben ke´t
alapformaliza´cio´t adtak, amelyeket itt le´ırunk.
Elso˝ke´nt az u´n. ko¨rformaliza´cio´t ı´rjuk le. Itt a va´ltozo´ink a megengedett ko¨-
ro¨ko¨n lesznek, e´s felte´telke´nt csupa´n azt fogjuk megko¨vetelni, hogy a kiva´lasztott
ko¨ro¨k ne e´rintse´k ugyanazon beteg-donor pa´rt egyne´l to¨bbszo¨r. Forma´lisan, jelo¨l-
je {v1, v2, . . . , vn} a beteg-donor pa´rokat, e´s jelo¨lje {C1, C2, . . . , Cm} a lehetse´ges
ko¨ro¨ket, ahol minden Cj ko¨rho¨z hozza´rendelu¨nk egy cj bina´ris (0, 1) va´ltozo´t,
tova´bba´ jelo¨lje wj a Cj ko¨r me´rete´t (vagy su´lya´t). Amennyiben Cj tartalmazza a








cj ≤ 1 minden vi csu´csra.
A ma´sodik le´ıra´st e´lformaliza´cio´nak nevezi a szakirodalom, mert itt a va´ltozo´k
az ira´ny´ıtott gra´f e´lein vannak. Jelo¨lje vivj a vi csu´csbo´l vj csu´csba futo´ e´lt, e´s
a hozza´ tartozo´ bina´ris (0, 1) va´ltozo´ legyen x(vivj), illetve az e´l su´lya´t jelo¨lje
we(vivj). A feladat a ko¨vetkezo˝.












x(vjvi) = 0 minden vi csu´csra, e´s∑
j
x(vivj) ≤ 1 minden vi csu´csra, valamint
x(vi1vi2) + x(vi2vi3) + · · ·+ x(viL−1viL) ≤ L minden L hosszu´ u´tra,
ahol L a ko¨ro¨k hossza´nak felso˝ korla´tja´t jelo¨li, e´s az utak valo´di utak, vagyis
diszjunkt csu´csokbo´l a´llnak, ı´gy ko¨ro¨k sem lehetnek.
Mindke´t alapformaliza´cio´ egyszeru˝, e´s ko¨nnyu˝ igazolni a helyesse´gu¨ket. Azt
viszont la´thatjuk, hogy egyik ege´sze´rte´ku˝ program sem kompakt, a ko¨rformaliza´-
cio´na´l a va´ltozo´k sza´ma lehet exponencia´lis (a felte´telek sza´ma linea´ris a gra´f csu´-
csainak sza´ma´ban), mı´g az e´lformaliza´cio´na´l a felte´telek sza´ma lehet exponencia´lis
(a va´ltozo´k sza´ma linea´ris a gra´f e´leinek sza´ma´ban). Megfelelo˝ implementa´cio´ ese-
te´n me´gis jo´l mu˝ko¨dhetnek, ahogy azt Abraham e´s ta´rsai bemutatja´k [1], pe´lda´ul
az oszlopgenera´la´s technika´ja do¨nto˝ fontossa´gu´ a ko¨rformaliza´cio´s megolda´sa´ban.
Vannak azonban u´jabb le´ıra´sok is, amelyek kompaktak (vagyis a va´ltozo´k e´s a
felte´telek sza´ma is polinomia´lis a gra´f parame´tereiben), ezek a´ttekinte´se´re Dicker-
son e´s ta´rsai cikke´t javasoljuk az olvaso´nak [9].
3. U´j kih´ıva´sok a vesecsereprogramokban
Ebben a fejezetben o¨sszefoglaljuk az elmu´lt e´vek legfontosabb fejleszte´seit e´s
kih´ıva´sait, amelyek u´jfajta matematikai ke´rde´sekhez vezetnek.
3.1. Altruisztikus donorok a´ltal ind´ıtott la´ncok
Altruisztikus donorok azok a donorok, akik nincsenek senkivel kapcsolatban,
csak o¨nzetlenu¨l felaja´nlja´k a vese´ju¨ket, hogy ezzel megmentsenek egy ismeretlent.
Az ilyen donorok sza´ma nagyja´bo´l 2-5 minden ha´rom ho´napban az Egyesu¨lt Ki-
ra´lysa´gban. Eredetileg az ilyen o¨nzetlen donorok vese´it a kadaver (halott donorbo´l
sza´rmazo´ szervekre to¨rte´no˝) va´ro´lista´n szereplo˝ betegeknek adta´k, de ke´so˝bb fel-
ismerte´k, hogy nagy seg´ıtse´get jelenthetnek a vesecsereprogramokban is, hiszen
la´ncot lehet le´trehozni egy ilyen kezdeti donorral. Az altruisztikus la´ncok nagy
elo˝nye, hogy a dona´cio´kat nem kell egyido˝ben ve´grehajtani, mert elo˝szo¨r minden
beteg megkaphatja a vese´t, e´s csak uta´na kell a donorja´nak tova´bb adnia az o¨ve´t.
Az ilyen la´ncokat az euro´pai orsza´gokban viszonylag ro¨viden futtatja´k, abbo´l a
megfontola´sbo´l, hogy az utolso´ vese hamar keru¨ljo¨n egy va´ro´lista´n le´vo˝ beteghez,
ba´r Spanyolorsza´gban, Olaszorsza´gban e´s Csehorsza´gban egyara´nt elo˝fordult ma´r
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hathosszu´ la´nc. Az Egyesu¨lt A´llamokban viszont ve´gtelen altruisztikus la´ncokat is
kezdeme´nyeztek, ahol egyes esetekben ma´r 60 felett ja´r a dona´cio´k sza´ma [19].
A feladat matematikai oldala´t ez a leheto˝se´g nagyban befolya´solja, hiszen most
ma´r nem csak ro¨vid ko¨ro¨ket, de egyu´ttal hosszu´ utakat is kereshetu¨nk az ira´ny´ıtott
gra´fban. Ve´gtelen hosszu´ la´ncok esete´n a vegyes proble´ma´ra adtak ege´sze´rte´ku˝
programoza´si le´ıra´st Anderson e´s ta´rsai [2], ahol a d´ıjgyu˝jto˝ utazo´u¨gyno¨k proble´ma
egy varia´nsa´t haszna´lta´k a megolda´sban. Ro¨vid ko¨ro¨k e´s hosszabb utak esete´n
Dickerson e´s ta´rsai adtak u´j ege´sze´rte´ku˝ programokat [9].
3.2. Deszenzitiza´cio´ mint alternat´ıv kezele´s
Az inkompatibilis beteg-donor pa´rok ko¨zo¨tt bizonyos esetekben me´gis ve´gre-
hajthato´ az a´tu¨ltete´s, ha a beteg keresztu¨lmegy egy ko¨ltse´ges e´s ido˝ige´nyes deszen-
zitiza´la´si procedu´ra´n. Haba´r az eredme´nyek a beu¨ltetett vese funkcio´it tekintve
elmaradnak a kompatibilis csere´to˝l, ezt az elja´ra´st sok orsza´gban (Olaszorsza´g,
Franciaorsza´g, Sve´dorsza´g) me´gis alapelja´ra´ske´nt haszna´lja´k, ami a vesecsereprog-
ramok sikeresse´ge´nek is ga´tja, hiszen keve´s inkompatibilis pa´r jelentkezik. A fejlett
programokban elo˝szo¨r mindig a vesecsereprogramban to¨rte´no˝ re´szve´telt javasol-
ja´k a pa´roknak, e´s csak egy-ke´t sikertelen pa´ros´ıta´si fordulo´ uta´n ta´mogatja´k a
deszenzitiza´cio´s elja´ra´st. To¨bb programban, ı´gy a most indulo´ skandina´v ko¨zo¨s
programban is, a deszenzitiza´cio´ leheto˝se´ge´t megengedik ismeretlen beteg-donor
pa´rok ko¨zo¨tt is, amennyiben a va´rhato´ eredme´ny jobb, mint az eredeti beteg-
donor pa´r esete´n. Hasonlo´ ke´rde´s meru¨l fel kompatibilis pa´rokna´l is, akiknek to¨bb
orsza´g programja´ban is felaja´nlja´k a re´szve´telt, egyre´szt, hogy immunolo´giailag
alkalmasabb donort tala´ljanak a betegnek, ma´sre´szt pedig, hogy a re´szve´telu¨kkel
ma´sokon seg´ıtsenek.
Amennyiben a deszenzitiza´cio´ egy lehetse´ges csere´n belu¨li elja´ra´s ba´rmelyik
donor e´s beteg ko¨zo¨tt, akkor nem felte´tlenu¨l csak a dona´cio´k sza´ma´t igyekeznek
maximaliza´lni a programokban, hanem az ezen kezele´sre utalt betegek sza´ma´t is
minimaliza´lja´k. Ezen ke´t ce´l jo´l definia´lt mo´don, egyszerre jelenik meg a skandina´v
programban [3].
3.3. Laborato´riumi tesztelele´s uta´ni u´jraoptimaliza´la´s
A kompatibilita´si gra´fokat a donorok e´s betegek ku¨lo¨n-ku¨lo¨n elemzett ve´rminta´i
alapja´n hozza´k le´tre. Ezek a gra´fok azonban nem mindig pontosak – fo˝leg, ha nem
egyse´ges az immunolo´giai vizsga´lat –, e´s emiatt az opera´cio´k elo˝tt ve´grehajtott la-
borato´riumi vizsga´latna´l (amikor a donor e´s beteg ve´re´t te´nylegesen o¨sszekeverik)
gyakoriak a pozit´ıv keresztpro´ba´k. Ez az egyik fo˝ oka a csere´k meghiu´sula´sa´nak.
Amerika´ban a meghiu´sult csere´ben szereplo˝ pa´rokat egyszeru˝en visszateszik a fel-
adatba, e´s u´j csere´ket keresnek, mert ott naponta-hetente to¨rte´nnek a futtata´sok.
Euro´pa´ban viszont tipikusan ha´romhavonta vannak a futtata´sok, eze´rt a laborato´-
riumi tesztek uta´n sok programban ro¨gto¨n igyekeznek jav´ıtott megolda´st tala´lni.
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A jav´ıta´s szempontja´bo´l a legnagyobb euro´pai program, az Egyesu¨lt Kira´lysa´g
programja, a leginka´bb ko¨to¨tt: ott csak egyfajta jav´ıta´st engede´lyeznek. Amennyi-
ben a vi → vj → vk → vi ha´romhosszu´ csere´ben van egy u´n. visszae´l, pe´lda´ul vjvi,
e´s a vjvk vagy vkvi e´lek valamelyike se´ru¨l, akkor me´g megpro´ba´lja´k a bea´gyazott
vi ↔ vj ketto˝ hosszu´ csere´t ve´grehajtani. Eze´rt is alak´ıtja´k u´gy az eredeti op-
timaliza´la´si feladatot, hogy az ilyen bea´gyazott ketto˝hosszu´ ko¨ro¨ket tartalmazo´
ha´romhosszu´ ko¨ro¨ket tala´lja´k meg nagy sza´mban.
A kisebb programok esete´n egyre´szt a megolda´s is kisebb, e´s a´ltala´ban a tesz-
tele´s is gyorsabban mu˝ko¨dik, eze´rt sokkal rugalmasabb mo´don tudja´k jav´ıtani a
megolda´st. Hollandia´ban pe´lda´ul iterat´ıv tesztele´st ve´geznek: elo˝szo¨r az elso˝ cse-
reko¨rt tesztelik, ha ez rendben van, akkor folytatja´k a ma´sodik csereko¨rrel, ha
viszont proble´ma akad, akkor a teljes megolda´st u´jrasza´molja´k. Matematikai e´r-
telemben a robosztus pa´ros´ıta´sok ke´rde´sko¨re a´ll a legko¨zelebb a feladatko¨rho¨z, de
ege´sze´rte´ku˝ programoza´ssal is keresheto˝ va´rhato´ e´rte´kben jo´ megolda´s [10].
3.4. Strate´giai ke´rde´sek ko´rha´zakna´l e´s nemzetko¨zi egyu¨ttmu˝ko¨de´sben
Az amerikai vesecsereprogramok egyik legnagyobb proble´ma´ja, hogy a transz-
planta´cio´s ko¨zpontok gyakran nem jelentik a ko¨nnyen pa´ros´ıthato´ beteg-donor
pa´rjaikat, mert ezeknek ha´zon belu¨l keresnek pa´rt [4]. Az orsza´gos programokban
eze´rt tu´lsu´lyba keru¨lnek a nehezen pa´ros´ıthato´ beteg-donor pa´rok, e´s emiatt nehe´z
csere´ket tala´lni. To¨bb megolda´si javaslat ko¨zu¨l az egyik programban krediteket
kezdtek el osztani a jo´l pa´ros´ıthato´ pa´rokat regisztra´lo´ ko´rha´zaknak, amelyek re´-
ve´n a ke´so˝bbiekben elo˝nyben re´szes´ıtik ezen ko´rha´z betegeit a nehezen pa´ros´ıthato´
betegek kiva´laszta´sakor.
Hasonlo´ ke´rde´sek meru¨lnek fel a nemzetko¨zi programokban is. Euro´pa´ban a
cseh e´s osztra´k program le´nyege´ben ma´r egybeolvadt, amihez esetleg haza´nk is
csatlakozhat majd a jo¨vo˝ben, e´s a skandina´v orsza´gokban is ro¨gto¨n egy sve´d-
norve´g-da´n ko¨zo¨s programban kezdte´k meg a mu˝ko¨de´st. Itt is felmeru¨l a ke´rde´s,
hogy az orsza´gok vajon a ko¨nnyen le´trehozhato´ csere´ket nem fogja´k-e orsza´gon be-
lu¨l ve´grehajtani, illetve nem ve´to´znak-e meg egy olyan ko¨zo¨s optima´lis megolda´st,
amelyet orsza´gon belu¨l jav´ıtani tudna´nak. Ezen ke´rde´sek vizsga´lata´ban a mate-
matikai megko¨zel´ıte´s mellett a ja´te´kelme´leti modellek is a seg´ıtse´gu¨nkre lehetnek.
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ERO˝SEN NE´PSZERU˝ PA´ROSI´TA´S KERESE´SE
BIZONYOS PA´ROS PREFERENCIARENDSZEREKBEN
KIRA´LY TAMA´S, ME´SZA´ROS-KARKUS ZSUZSA
A ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s proble´ma bonyolultsa´ga do¨ntetlenes pa´ros preferen-
cia-rendszerekben nagyban fu¨gg a do¨ntetlenek struktu´ra´ja´to´l. Ha az egyik
oldalon a csu´csok szigoru´ preferencia´ju´ak, mı´g a ma´sik oldalon indifferensek
(de jobban szeretnek pa´ros´ıtva lenni, mint pa´ratlanul maradni), akkor po-
linom ido˝ben tudunk ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´st keresni (Cseh, Huang e´s Kavitha
[2]). Ma´sre´szt ugyanebben a cikkben azt is bela´tta´k, hogy a proble´ma NP-
teljesse´ va´lik, ha szigoru´ preferencia´ju´ csu´csok mindke´t oldalon lehetnek,
mı´g indifferens csu´csok csak az egyik oldalon. Megmutatjuk, hogy az ero˝sen
ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s kerese´se´nek proble´ma´ja megoldhato´ polinom ido˝ben az
uto´bbi esetben is.
1. Bevezete´s
Egy (G = (V,E),≼) preferenciarendszer egy G = (V,E) gra´fbo´l e´s minden
v ∈ V -re a v-re illeszkedo˝ e´lek egy ≼v re´szbenrendeze´se´bo˝l a´ll. Egy v ∈ V csu´cs
egy adott preferenciarendszerben jobban szereti azM1 pa´ros´ıta´st, mint azM2-t, ha
M1-ben pa´ros´ıtva van, de M2-ben nem, vagy ha M1-ben jobb e´len van pa´ros´ıtva,
mint M2-ben. Egy M1 pa´ros´ıta´s ne´pszeru˝bb, mint egy M2 pa´ros´ıta´s, ha azon csu´-
csok sza´ma, amelyek jobban szeretik M1-et, mint M2-t, szigoru´an nagyobb, mint
azon csu´csok sza´ma, amelyek jobban szeretik M2-t, mint M1-et. Egy M pa´ros´ıta´s
ne´pszeru˝, ha nincs olyan pa´ros´ıta´s, ami ne´pszeru˝bb na´la, e´s ero˝sen ne´pszeru˝, haM
ne´pszeru˝bb ba´rmely ma´sik pa´ros´ıta´sna´l. Ezeket a fogalmakat Ga¨rdenfors [6] ve-
zette be, aki megmutatta, hogy szigoru´ preferencia´k esete´n minden stabil pa´ros´ıta´s
ne´pszeru˝, e´s minden ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s stabil.
Egy preferenciarendszerben nyilva´n nem lehet ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ ero˝sen ne´pszeru˝
pa´ros´ıta´s, mivel ekkor mindketto˝ ne´pszeru˝bb lenne a ma´sikna´l, ami lehetetlen. So˝t,
egy ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s szu¨kse´gke´pp az egyetlen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s – viszont
le´tezik olyan preferenciarendszer, ahol ugyan egyetlen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s van, de
az nem ero˝sen ne´pszeru˝ (erre [1] technical report va´ltozata´ban tala´lhato´ pe´lda).
Az uto´bbi ido˝ben nagy e´rdeklo˝de´s o¨vezi a ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sokkal kapcsolatos
algoritmikus ke´rde´seket; a nemre´giben szu¨letett eredme´nyek egy ro¨vid o¨sszefog-
lalo´ja´t la´sd az 1.1. fejezetben. Itt csak megeml´ıtju¨k, hogy ba´rmely do¨ntetlenes
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preferenciarendszer esete´n polinom ido˝ben eldo¨ntheto˝, hogy egy adott pa´ros´ıta´s
ne´pszeru˝ vagy ero˝sen ne´pszeru˝-e (a proble´ma visszavezetheto˝ egy maxima´lis su´lyu´
teljes pa´ros´ıta´s feladatra egy e´lsu´lyozott sege´dgra´fban [1]). Ez azt jelenti, hogy a
ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sok do¨nte´si proble´ma´ja az NP bonyolultsa´gi oszta´lyban van, mı´g
az ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sok do¨nte´si proble´ma´ja a keve´sbe´ ismert UP (Unam-
biguous Polynomial-time) bonyolultsa´gi oszta´lyba esik. Az uto´bbi oszta´ly, melyet
Valiant [11] vezetett be, azokbo´l a do¨nte´si proble´ma´kbo´l a´ll, melyek megoldhato´k
egy NP-ge´ppel u´gy, hogy a feladat egy
”
nem”pe´lda´nya´ban egyik tanu´t sem fogadja
el, mı´g a feladat egy
”
igen” pe´lda´nya´ban pontosan egy tanu´t fogad el. Az ero˝sen
ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s proble´ma ebbe az oszta´lyba tartozik, mivel a feladat egy
”
igen”
pe´lda´nya´ban van egy egye´rtelmu˝ ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s, e´s ez polinom ido˝ben
elleno˝rizheto˝.
Ebben a cikkben olyan pa´ros preferenciarendszerekkel foglalkozunk, amelyek-
ben a ko¨vetkezo˝ ke´t t´ıpusu´ csu´cs fordul elo˝: szigoru´ preferencia´ju´ csu´csok, ahol a
≼v preferencia-sorrend egy linea´ris rendeze´s, e´s indifferens csu´csok, ahol a csu´cs
minden ra´ illeszkedo˝ e´lt egyforma´n szeret (de jobban szeret pa´ros´ıtva lenni). Ha
minden csu´cs szigoru´ preferencia´ju´, akkor minden stabil pa´ros´ıta´s ne´pszeru˝. Ebbo˝l
viszont ko¨vetkezik, hogy mindig le´tezik ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s, e´s tala´lhatunk egyet
a jo´l ismert Gale–Shapley-algoritmussal [5]. Ma´sre´szt el tudjuk do¨nteni, hogy
le´tezik-e ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s, u´gy, hogy tala´lunk egy tetszo˝leges ne´pszeru˝
pa´ros´ıta´st, e´s leelleno˝rizzu¨k, hogy ero˝sen ne´pszeru˝-e (ez mu˝ko¨dik nem pa´ros, szi-
goru´ preferenciarendszerek esete´n is [1]).
A proble´ma´k nehezebbe´ va´lnak, ha az egyik oldalon megengedu¨nk indifferens
csu´csokat is. Abban az esetben, ha az egyik oldalon minden csu´cs szigoru´ prefe-
rencia´ju´, mı´g a ma´sik oldalon minden csu´cs indifferens, Cseh, Huang e´s Kavitha
[2] adott egy polinom ideju˝ algoritmust annak eldo¨nte´se´re, hogy le´tezik-e ne´pszeru˝
pa´ros´ıta´s. Azonban ha szigoru´ preferencia´ju´ csu´csokat mindke´t oldalon megen-
gedu¨nk, mı´g indifferens csu´csokat csak az egyiken, a proble´ma NP-teljesse´ va´lik
[2, 3].
Ennek a cikknek a fo˝ eredme´nye, hogy az ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s le´teze´se
polinom ido˝ben eldo¨ntheto˝ az uto´bbi esetben is.
1.1. Te´tel. Adott (G = (S, T ;E),≼) pa´ros preferenciarendszer esete´n, ahol
az S-beli csu´csok szigoru´ preferencia´ju´ak, mı´g minden T -beli csu´cs vagy szigo-
ru´ preferencia´ju´, vagy indifferens, polinom ido˝ben eldo¨ntheto˝, hogy van-e ero˝sen
ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s.
1.1. Kapcsolo´do´ eredme´nyek
Az uto´bbi ido˝ben to¨bb eredme´ny is szu¨letett a ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s proble´ma
bonyolultsa´ga´ro´l. Szigoru´ pa´ros preferenciarendszerek esete´n Huang e´s Kavitha
[7] megmutatta, hogy tudunk polinom ido˝ben maxima´lis me´retu˝ ne´pszeru˝ pa´ros´ı-
ta´st keresni, mı´g Cseh e´s Kavitha [4] annak eldo¨nte´se´re adott algoritmust, hogy
egy adott e´l benne van-e ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sban. Nyitott ke´rde´s viszont annak
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a do¨nte´si proble´ma´nak a bonyolultsa´ga, hogy egy adott szigoru´, nem pa´ros pre-
ferenciarendszerben van-e ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s. Huang e´s Kavitha [8] bevezette a
ne´pszeru˝tlense´gi faktor fogalma´t, e´s megmutatta, hogy minden pozit´ıv ε esete´n
NP-teljes megadni egy olyan pa´ros´ıta´st, amelynek ne´pszeru˝tlense´gi faktora legfel-
jebb 43 − ε-szorosa az optima´lisnak.
2. Az algoritmus
Ebben a fejezetben ismertetju¨k az 1.1. te´telt bizony´ıto´ algoritmust. Adott
egy G = (S, T ;E) pa´ros multigra´f, ahol a T csu´cshalmaz ke´t re´szre, TP -re e´s
TI -re van osztva. Az S ∪ TP -beli csu´csok szigoru´ preferencia´ju´ak, mı´g a TI -beli
csu´csok indifferensek (de jobban szeretnek pa´ros´ıtva lenni). Adunk egy polinom
ideju˝ algoritmust, ami eldo¨nti, hogy a feladat egy adott pe´lda´nya´ban van-e ero˝sen
ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s (ro¨viden ENP).
Az algoritmus sora´n mo´dos´ıta´sokat hajtunk ve´gre az aktua´lis preferenciarend-
szeren a ko¨vetkezo˝ ke´t reduka´lo´ mu˝veletet haszna´lva:
1. To¨rlu¨nk e´leket, amelyek nem szerepelhetnek az aktua´lis preferenciarendszer
ENP-je´ben, vagyis to¨ro¨lheto˝k, e´s to¨rlu¨nk minden keletkezo˝ izola´lt csu´csot.
2. Ro¨gz´ıtu¨nk e´leket, amelyeknek mindenke´ppen szerepelniu¨k kell az aktua´lis
preferenciarendszer ENP-je´ben (felte´ve hogy az le´tezik), vagyis ro¨gz´ıtheto˝k.
A ro¨gz´ıtett e´lek halmaza´t F -fel jelo¨lju¨k. A ro¨gz´ıtett e´leket to¨ro¨lju¨k a ve´g-
pontjaikkal egyu¨tt, e´s to¨ro¨lju¨k a keletkezo˝ izola´lt csu´csokat.
LegyenGk = (Sk, T k;Ek) az aktua´lis preferenciarendszer k fenti mu˝velet elve´g-
ze´se uta´n, e´s legyen F az eddig ro¨gz´ıtett e´lek halmaza. Az algoritmus helyesse´ge´nek
kulcsa az ala´bbi lemma, amit itt bizony´ıta´s ne´lku¨l ko¨zlu¨nk.
2.1. Sege´dte´tel. Ha az eredeti preferenciarendszerben van egy M ENP, ak-
kor F ⊆M , e´s M \ F is ENP-je Gk-nak.
Lehetse´ges, hogy Gk-ban van ENP, holott G-ben nincs, de ez nem proble´ma,
mivel ha reduka´lo´ mu˝veletekkel eljutunk az u¨res gra´fhoz, akkor a lemma szerint
F az egyetlen lehetse´ges jelo¨lt ENP-re, e´s polinom ido˝ben elleno˝rizhetju¨k, hogy
ez G-nek ENP-je, vagy sem. Ugyanakkor ha Gk-ban nincs ENP, akkor a lemma
szerint G-ben sincs.
O¨sszefoglalva, az a strate´gia´nk, hogy addig hajtunk ve´gre reduka´lo´ mu˝velete-
ket, amı´g eljutunk az u¨res gra´fhoz, vagy bizony´ıte´kot tala´lunk ra´, hogy nincs ENP.
A reduka´la´si mu˝veletek le´ıra´sa´hoz szu¨kse´gu¨nk van az aktua´lis gra´f ko¨vetkezo˝ meg-
ira´ny´ıta´sa´ra.
Ira´ny´ıta´s: Minden v ∈ S ∪ TP csu´csnak megira´ny´ıtjuk a kedvenc e´le´t a ma´sik
ve´gpontja fele´. Az ira´ny´ıta´st u´jra ve´grehajtjuk minden redukcio´ uta´n.
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Az ala´bbi pontokban re´szletezzu¨k, hogy mely e´lek to¨ro¨lheto˝k, illetve ro¨gz´ıthe-
to˝k. Ezek a mu˝veletek konstrukt´ıvak olyan szempontbo´l, hogy a nevezett e´leket
meg is tudjuk tala´lni linea´ris ido˝ben. Az algoritmus sorban to¨rli, illetve ro¨gz´ıti
a pontok szerint to¨ro¨lheto˝, illetve ro¨gz´ıtheto˝ e´leket, u´gy, hogy mindig feltesszu¨k,
hogy az aktua´lis preferenciarendszer nem reduka´lhato´ tova´bb a kora´bbi pontok
alapja´n.
Azon TI -beli csu´csok halmaza´t, amelyekbe to¨bb mint egy ira´ny´ıtott e´l le´p,
jelo¨lju¨k T1-gyel, e´s legyen T2 := TI \ T1.
– Ha egy v ∈ S ∪ TP csu´csba le´p egy uv ira´ny´ıtott e´l, akkor a v szerint uv-ne´l
rosszabb e´lek nem szerepelhetnek ENP-ben, vagyis to¨ro¨lheto˝k.
– Ha valamikor egyetlen st ira´ny´ıtott e´l le´p egy TI -beli csu´csba, akkor ha van
ENP, akkor st benne van, vagyis st ro¨gz´ıtheto˝. Ko¨vetkeze´ske´pp ez uta´n a
redukcio´ uta´n a T2-beli csu´csokba nem le´p ira´ny´ıtott e´l.
– Tegyu¨k fel, hogy az st e´l benne van az aktua´lis gra´fban, ahol s ∈ S, t ∈ T2.
Ekkor st-ne´l s szerint rosszabb e´l nem lehet ENP -ben, vagyis ezek to¨ro¨lhe-
to˝k.
– Ha egy G[S∪TP ∪T1]-beli e´l nem ira´ny´ıtott, akkor nem szerepelhet ENP-ben,
vagyis to¨ro¨lheto˝.
– Ha egy S-beli s csu´csba nem le´p ira´ny´ıtott e´l, e´s s-bo˝l nem megy (ira´ny´ı-
tatlan) e´l T2-be, akkor az s-bo˝l kile´po˝ ira´ny´ıtott e´l benne van az ENP-ben
(ha le´tezik), vagyis ro¨gz´ıtheto˝.
2.2. Sege´dte´tel. Ha a fentiek alapja´n ve´grehajtott redukcio´kkal nem az u¨res
gra´fhoz jutunk, akkor G-ben nincs ENP.
A lemma bizony´ıta´sa megtala´lhato´ a cikk technical report va´ltozata´ban [10].
A bizony´ıta´s azon alapszik, hogy ha nem az u¨res gra´fhoz jutunk, akkor a reduka´lt
gra´f tartalmaz egy olyan ko¨rt, ami mente´n csere´lve ugyanolyan ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´st
kapunk.
Mivel minden reduka´lo´ mu˝velet cso¨kkenti az e´lek sza´ma´t, az algoritmus leg-
feljebb e´lsza´mnyi redukcio´ uta´n ve´get e´r. Ha az u¨res gra´fhoz jutunk, az egyetlen
jelo¨lt ENP-re F , e´s polinom ido˝ben elleno˝rizhetju¨k, hogy ez ENP-je-e G-nek.
Megjegyze´s. Az 1.1. te´telre adott algoritmus kis mo´dos´ıta´sokkal mu˝ko¨dik arra
az esetre is, amikor az egyik oldal szigoru´ preferencia´ju´, a ma´sik oldalon pedig csak
a preferencialista´k ve´ge´n lehet do¨ntetlen. Ebben az esetben az algoritmus sora´n
azokat a csu´csokat, amelyek nem indifferensek, szigoru´ preferencia´ju´nak tekintju¨k
mindaddig, mı´g nem to¨ro¨ltu¨nk annyi e´lt a lista´jukro´l, hogy indifferensekke´ va´ltak.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
ERO˝SEN NE´PSZERU˝ PA´ROSI´TA´S KERESE´SE... 29
3. Konklu´zio´
A cikkben le´ırt mo´dszerrel olyan pa´ros preferenciarendszerekben lehet eldo¨nteni
ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´s le´teze´se´t, ahol az egyik oszta´lyban csak szigoru´ prefe-
rencia´k vannak. Nyitott ke´rde´s, hogy polinom ido˝ben megoldhato´-e a feladat, ha
mindke´t oldalon lehetnek indifferens csu´csok is. Tova´bbi ke´rde´s, hogy az ered-
me´ny kiterjesztheto˝-e olyan preferencia´kra, ahol nem csak a lista ve´ge´n lehetnek
do¨ntetlenek.
Alkalmaza´sok szempontja´bo´l e´rdekes lehet a feladatnak az az a´ltala´nos´ıta´sa,
ahol az egyes csu´csok szavazata´nak ku¨lo¨nbo¨zo˝ a su´lya. Erro˝l a va´ltozatro´l nagyon
keveset tudni, mind a ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sok, mind az ero˝sen ne´pszeru˝ pa´ros´ıta´sok
vonatkoza´sa´ban. Nyitott, hogy uto´bbinak a bonyolultsa´ga a lega´ltala´nosabb va´l-
tozatban (nem pa´ros gra´f, tetszo˝leges preferencia´k) hogy viszonyul egyes nehe´znek
gondolt UP-beli proble´ma´k bonyolultsa´ga´hoz.
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FINDING STRONGLY POPULAR MATCHINGS IN CERTAIN
BIPARTITE PREFERENCE SYSTEMS
Tama´s Kira´ly, Zsuzsa Me´sza´ros-Karkus
A bipartite preference system with ties consists of a bipartite multigraph G = (S, T ;E) and
partial orders ≼v on the edges incident to v, for every node v ∈ S∪T . Given a bipartite preference
system with ties, a node prefers a matching M1 to a matching M2 if either it is matched in M1
but not in M2, or it is matched by a better edge in M1 than in M2. A matching M1 is more
popular than matching M2 if the number of nodes preferring M1 to M2 is strictly larger than
the number of nodes preferring M2 to M1. A matching M is popular if no matching is more
popular than M , and it is strongly popular if M is more popular than any other matching.
In this paper we consider bipartite preference systems with two types of nodes: nodes with
strict preferences, where the preference order ≼v is a linear order, and indifferent nodes, where
every incident edge is equally good (but who still prefer to be matched). If all nodes have strict
preferences, then every stable matching is popular. On one hand, this implies that there always
exists a popular matching and one can be found using the well-known Gale–Shapley-algorithm.
On the other hand, we can decide if a strongly popular matching exists by finding an arbitrary
stable matching and checking whether it is strongly popular.
The problems become more difficult if indifferent nodes are allowed on one side. For the
case when nodes on one side have strict preferences while those on the other side are all indif-
ferent, Cseh, Huang, and Kavitha [2] gave a polynomial-time algorithm for deciding if a popular
matching exists. However, if one side has strict preferences while the other side may feature both
indifferent nodes and nodes with strict preferences, then the problem becomes NP-complete[2, 3].
The main result of the present paper is that the existence of a strongly popular matching
can be decided in polynomial time even in the latter case.
Theorem. Given a bipartite preference system (G = (S, T ;E),≼) where nodes in S have
strict preferences and each node in T is either indifferent or has strict preferences, it can be
decided in polynomial time if there is a strongly popular matching.
Keywords: bipartite matching, social choice, efficient algorithms, popular matching.
Mathematics Subject Classification (2000): 05C70, 91B14, 91B68.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
Alkalmazott Matematikai Lapok 36 (2019), 33–49.
IGAZSA´GOS TORTAOSZTA´SI ALGORITMUSOK EGYENLO˝ E´S
NEMEGYENLO˝ FELOSZTA´SI ARA´NYOKON
FLEINER TAMA´S, ROMSICS ERZSE´BET
A dolgozatban bemutatjuk az ara´nyos tortaosztozkoda´s elme´lete´hez tar-
tozo´ matematikai appara´tus egy re´sze´t, majd u´j eredme´nyeket ismertetu¨nk:
az ara´nyos osztozkoda´st ve´gzo˝ Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmust,
amely nem tu´l ero˝s felte´telek mellett ero˝sebb, szigoru´an ara´nyos eloszta´s
ad, e´s a Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmust, amely sikeresen ve´gzi el a
k-szeme´lyes nem egyenlo˝ re´szesede´sek melletti ara´nyos osztozkoda´st.
1. Bevezete´s
Az igazsa´gos osztozkoda´s sza´mos to¨rte´nelmi forra´s szerint ma´r az o´korban
is proble´ma´kat okozott az akkori ta´rsadalomnak. To¨bb ı´ra´sos emle´ket tala´lunk,
amelyben a hatalom vagy az egyha´z ro¨gz´ıti a ku¨lo¨nbo¨zo˝ javak feloszta´sa´nak sza-
ba´lyait. Atto´l fu¨ggo˝en, hogy a felosztando´ jo´sza´g milyen tulajdonsa´gokkal ren-
delkezik, to¨bbfe´le, gyakorlati proble´ma´ra vonatkozo´ igazsa´gos osztozkoda´si elja´ra´s
ismert. A pe´nzzel reprezenta´lhato´ osztozkoda´sok viszonylag egyszeru˝ek, mert a
pe´nz homoge´n e´s ba´rhogy feloszthato´. Ha pe´lda´ul a va´lo´fe´lben le´vo˝ ha´zasta´rsak a
ko¨zo¨s vagyonon osztozkodnak, e´s a vagyonnak re´sze valamilyen feloszthatatlan jo´-
sza´g (mondjuk egy auto´), akkor az osztozkoda´s ko¨zben arra is kell figyelnu¨nk, hogy
ezt az auto´t ne va´gjuk kette´. Terme´szetesen sok esetben egya´ltala´n nem le´tezik a
feladatnak to¨ke´letes megolda´sa. Az ara´nyos tortaoszta´s sora´n egy olyan jo´sza´got
osztunk fel, amely heteroge´n a´llagu´ e´s korla´tlanul feloszthato´. Ez azt jelenti, hogy
a ja´te´kosok e´rte´kelhetnek egy adott szeletet (tortare´szt) ku¨lo¨nbo¨zo˝ke´ppen, tova´b-
ba´ ba´rhogy is va´gjuk a torta valamely szelete´t ke´t tetszo˝leges szeletre, e ke´t szelet
o¨ssze´rte´ke megegyezik az eredeti szelet e´rte´ke´vel. A jelen munka ce´lja ke´t konkre´t
tortaoszto´ algoritmus bemutata´sa.
A Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus ara´nyos osztozkoda´st ve´gez, azaz
egyenlo˝ re´szesede´sek esete´n ara´nyosan osztja sze´t a torta´t. Itt az u´n. egyu¨ttesen
abszolu´t folytonossa´g tulajdonsa´g megle´te esete´n ko¨nnyen ele´rheto˝, hogy az osz-
tozkoda´sunk szigoru´an ara´nyos legyen, azaz mindenki szigoru´an to¨bbet kapjon a
re´szesede´se´ne´l.
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A Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmus sikeresen ve´gzi el k szeme´lyre a nem
egyenlo˝ re´szesede´sek melletti ara´nyos osztozkoda´st. Az algoritmus alapjake´nt a
Re´szve´nyta´rsasa´g Sze´tva´laszta´s szubrutin szolga´l, amely kette´va´g egy re´szve´ny-
ta´rsasa´got (ami itt a felosztando´ jo´sza´got jelenti), majd a ja´te´kosok a sza´muk-
ra jo¨vedelmezo˝bb oldalra pro´ba´lnak helyezkedni a re´szve´nyeik csere´lgete´se´vel. A
hate´konysa´got ala´ta´masztando´, igazolunk a va´ga´ssza´mra egy felso˝ becsle´se´t. Ez
a´ltala´ban nem e´les, ı´gy to¨bbnyire az algoritmus me´g enne´l is jobban teljes´ıt.
A Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus az a´ltalunk Oszd Meg e´s Ural-
kodj Algoritmusnak nevezett Even–Paz-elja´ra´s alapja´n ke´szu¨lt [2, 3, 4]. Ez uto´bbi
mo´dszer le´nyege, hogy egy va´ga´ssal u´gy va´gja sze´t a torta´t, e´s szepara´lja eza´ltal
kisebb csoportokra a ja´te´kosokat, hogy mindenki pontosan egy szeleten osztozkod-
jon tova´bb. Egy adott szelet sze´tdarabola´sa´t pedig addig folytatjuk, amı´g minden
szeletnek legfeljebb 2 tulajdonosa van. E ke´t ja´te´kos pedig ma´r egyszeru˝en elosztja
az adott szeletet: az egyik va´g, a ma´sik va´laszt. Ebben az elja´ra´sban szerepel egy
passz´ıv ja´te´kos is, aki a to¨bbiek egyideju˝ cselekve´se uta´n, azokat me´rlegelve hozza
meg saja´t do¨nte´se´t a torta szeletele´se´ro˝l. Ezzel leheto˝se´get kap, hogy aka´r jo´val
e´rte´kesebb szeletet kapjon a torta´bo´l, mint a re´szesede´se. A Boldogsa´g az Egyenjo-
gu´sa´gban Algoritmus elkeru¨li ezt a ja´te´kosok ko¨zti aszimetria´t, me´gis legto¨bbszo¨r
ele´ri, hogy mindenki szigoru´an to¨bbet kapjon a jussa´na´l. Ma´sik eredme´nyu¨nk, a
Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmus a´ltala´nos´ıtja az ismert ke´tszeme´lyes Ko¨zel
Felezo˝ Algoritmust. Ezek az algoritmusok arra szolga´lnak, hogy olyan osztozkoda´-
sokat hajtsanak ve´gre, melyekben a ja´te´kosok nem egyenlo˝ ara´nyban re´szesednek a
torta´bo´l [3]. A Ko¨zel Felezo˝ Algoritmusban a va´go´ ja´te´kos ko¨zel felezi a torta´t, mı´g
a ma´sik ja´te´kos szeletet va´laszt, e´s ezzel lecso¨kken a re´szesede´se a marade´kbo´l. A
megmaradt szeleten addig alkalmazza´k u´jra a ko¨zel feleze´s mo´dszere´t, amı´g egyenlo˝
re´szesede´sekhez jutnak, e´s egy va´ga´ssal befejezhetik az osztozkoda´st. Robertson e´s
Webb ko¨nyve megeml´ıt egy lehetse´ges a´ltala´nos´ıta´st [3]. Ha feltesszu¨k, hogy k− 1
szeme´ly ma´r ara´nyosan elosztotta a torta´t, akkor a k-szeme´lyes feloszta´st meghata´-
rozhatjuk u´gy, hogy a k. szeme´ly (akinek me´g nincs torta´ja) a ke´tszeme´lyes Ko¨zel
Felezo˝ Algoritmust haszna´lva ku¨lo¨n-ku¨lo¨n osztozkodik a to¨bbi ja´te´kossal a saja´t
szeleteiken. Ennek az algoritmusnak egy ha´tra´nya, hogy igen sok va´ga´st ige´nyel,
ı´gy a sok u´jraoszta´s miatt a ja´te´kosok tipikusan igen sok ku¨lo¨na´llo´ darabot kapnak.
Akit a proble´ma re´szletesebben e´rdekel, Tasna´di Attila Igazsa´gos eloszta´sok c´ımu˝
ko¨nyve´nek ezt a fejezete´t olvassa el [4].
Jelen munka´nk az ala´bbiak szerint e´pu¨l fel. A ma´sodik fejezetben a tortaoszta´s-
sal kapcsolatos, sza´munkra szu¨kse´ges alapveto˝ fogalmakat tiszta´zzuk. A harmadik
a Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmust e´s annak tulajdonsa´gait ı´rja le, majd
a negyedik a Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmust mutatja be.
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2. Az ara´nyos tortaoszta´s le´ıra´sa
Legyen az X = [0, 1] halmaz egy heteroge´n, feloszthato´ jo´sza´g, melyet ezentu´l
torta´nak h´ıvunk (a le´ırtak az Rn minden me´rheto˝, korla´tos halmaza´ra a´ltala´nos´ıt-
hato´ak). Legyen {P1, P2, ..., Pk} a ja´te´kosok csoportja, akik a torta´t egyma´s ko¨zt
felosztja´k. Legyen az indexhalmazunk I := {1, 2, ..., k}. Minden Pi ja´te´kos ezentu´l
az Xi ⊂ X halmazban re´szesu¨l, valamint egy µi me´rte´kkel rendelkezik. Ez a µi
egy ve´gesen szubaddit´ıv me´rte´k:









abszolu´t folytonos a Lebesgue-me´rte´kre:
∀Xj ⊂ X : λ(Xi) = 0⇒ µi(Xj) = 0, (2)
e´s norma´lt, azaz
µi(X) = 1. (3)
Jegyezzu¨k meg, hogy µ e´s ν me´rte´k egyu¨ttesen abszolu´t folytonos, ha egyma´sra
abszolu´t folytonosak, azaz
∀Xj ⊂ X : µ(Xj) = 0⇔ ν(Xj) = 0. (4)
Az X egy feloszta´sa az {Xi}i∈I rendszer, ha⋃
i∈I
Xi = X, e´s ∀i ̸= j : Xi ∩Xj = ∅.
A torta, mint egy sze´tosztando´ jo´sza´g, re´szhalmazainak lehet ku¨lo¨nbo¨zo˝ tulaj-
donsa´ga, vagyis ke´t azonos Lebesgue-me´rte´ku˝ re´szhalmaz ke´pviselhet ma´s e´rte´ket
az egyes ja´te´kosoknak, e´s mindenki anna´l boldogabb, mine´l nagyobb szeletet kap.
Minden ja´te´kos egy nemnegat´ıv valo´s sza´mot rendel a tortaszeletekhez, vagyis
e´rte´keli o˝ket a saja´t me´rte´ke szerint. Fontos megjegyeznu¨nk, hogy a szeletek e´r-
te´ke´nek megada´sakor az egyes ja´te´kosok do¨nte´sei egyma´sto´l fu¨ggetlenek. Ez azt
jelenti, hogy nem ismerik a to¨bbiek me´rte´ke´t, nem tudja´k, hogy milyen e´rte´ku˝nek
tartja´k az egyes szeleteket.
A Pi ja´te´kos torta´bo´l valo´ re´szesede´se´t reprezenta´lja di ∈ N+, azaz a Pi ja´te´kos
di∑
j∈I dj
∈]0, 1[ re´sze´t szeretne´ a torta´nak. Felteheto˝, hogy a di re´szesede´sek relat´ıv
pr´ımek. Egy feloszta´st ara´nyosnak nevezu¨nk, ha minden ja´te´kos u´gy gondolja,




∀i ∈ I. (5)
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Ara´nyos osztozkoda´si feladatnak nevezzu¨k a proble´ma´t, ha:
di = 1 ∀i ∈ I, (6)
vagyis mindenki egyenlo˝ re´szben re´szesu¨l a torta´bo´l. Ha minden Pi ja´te´kos szi-
goru´an nagyobb re´sze´t kapja a torta´nak, mint az ara´nyos re´szesede´se, akkor azt





∀i ∈ I. (7)
Az osztozkoda´shoz maxima´lisan szu¨kse´ges va´ga´sokro´l hozott do¨nte´sek sza´ma´t a
tortaoszto´ algoritmus va´ga´ssza´ma´nak nevezzu¨k. Ez azt jelenti, hogy egye´b parame´-
terek kisza´mola´sa e´s a va´ga´sok uta´ni szeletva´laszta´sok nem sza´mı´tanak va´ga´snak,
hiszen azok nem a va´ga´sok helye´ro˝l do¨ntenek. Jelo¨ljeD(k, n) a vizsga´lt k-szeme´lyes
tortaoszto´ algoritmus maxima´lis va´ga´ssza´ma´t, ahol n =
∑
i∈I di. Egyenlo˝ re´szese-
de´sek (azaz ara´nyos osztozkoda´s) esete´n ezt a va´ga´ssza´mot jelo¨lje D(k).
3. Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus
A Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus ara´nyos osztozkoda´st eredme´nyez,
amely bizonyos felte´telek mellett szigoru´an ara´nyos. A mo´dszer a ma´r ismertetett
Oszd Meg e´s Uralkodj Algoritmus mo´dos´ıta´sa, mely elhagyja a kitu¨ntetett passz´ıv
ja´te´kos szerepe´t. Ezenk´ıvu¨l megko¨veteli, hogy minden ja´te´kos me´rte´ke egyu¨ttesen
abszolu´t folytonos legyen a Lebesgue-me´rte´kre ne´zve. Ez abban ege´sz´ıti ki az ed-
digi me´rte´kre tett megko¨vetele´seinket, hogy ha egy halmaznak Lebesgue-me´rte´k
szerinti pozit´ıv me´rte´ke van, akkor minden ja´te´kos u´gy gondolja, hogy a saja´t
me´rte´ke szerint is pozit´ıv me´rte´ku˝. A fejezet ve´ge´n bemutatjuk, hogy ezek a mo´-
dos´ıta´sok nagysa´grendben nem va´ltoztatnak az Oszd Meg e´s Uralkodj Algoritmus
va´ga´ssza´ma´n, vagyis a Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus nagysa´grend-
ben optima´lis marad, e´s egy nem tu´l szigoru´ felte´tel teljesu¨le´se esete´n szigoru´an
ara´nyosan oszt.
Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus
Tegyu¨k fel, hogy minden ja´te´kos me´rte´ke egyu¨ttesen abszolu´t folytonos a
Lebesgue-me´rte´kre ne´zve.
Ha k = 1, akkor az egyetlen ja´te´kos megkapja a teljes torta´t.
Ha k ≥ 2, akkor minden ja´te´kos jelo¨lje be a torta´n egy fu¨ggo˝leges, a to¨b-
bieke´hez ke´pest pa´rhuzamos vonallal, hogy hol va´gna´ el a torta´t ⌊k2 ⌋ : ⌈k2 ⌉
ara´nyban. A ja´te´kvezeto˝ balro´l a ⌊k2 ⌋-dik e´s a (⌊k2 ⌋+ 1)-dik jelo¨le´s ko¨zo¨tt
elva´gja a torta´t u´gy, hogy e ke´t jelo¨le´s ko¨zti szeletet felezze Lebesgue-
me´rte´k szerint.
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A va´ga´s bal oldala´n le´vo˝ szeletet balro´l sza´molva az elso˝ ⌊k2 ⌋ ja´te´kosnak,
a jobb oldala´n le´vo˝ szeletet pedig a marade´k ⌈k2 ⌉ ja´te´kosnak adja tova´bbi
osztozkoda´sra. Ha valamelyik va´ga´sra to¨bb ja´te´kos jelo¨le´se esik, akkor a
ja´te´kvezeto˝ tetsze´s szerint ossza o˝ket az egyes oldalakra u´gy, hogy a to-
va´bbosztozkodo´ ja´te´kosok sza´ma megfelelo˝ legyen. A bal oldali szeleten a
megfelelo˝ ja´te´kosok folytatja´k az osztozkoda´st az ℓ = ⌊k2 ⌋-szeme´lyes algo-
ritmussal, a jobb oldali szeleten pedig egy m = ⌈k2 ⌉-szeme´lyes va´ltozatot
ja´tszanak majd le.
3.1. Pe´lda. Alice, Bob, Charlie e´s Dave osztozkodnak a torta´n. Minden ja´te´kos
megjelo¨li a torta´t ott, ahol elfelezne´. Tegyu¨k fel, hogy a ko¨vetkezo˝ sorrendben
la´tjuk a ja´te´kosok jelo¨le´seit balro´l jobbra: Alice, Charlie, Bob e´s Dave. Ekkor
a ja´te´kvezeto˝ Charlie e´s Bob jelo¨le´se ko¨zo¨tt elva´gja a torta´t vigya´zva arra, hogy
e ke´t jelo¨le´se ko¨zo¨tti re´szt Lebesgue-me´rte´k szerint felezze. A bal oldali szeletet
Alice-nek e´s Charlie-nak adja, a jobb oldalit pedig Bobnak e´s Dave-nek. Ezzel a
ne´gyszeme´lyes proble´ma´t ketto˝ ke´tszeme´lyesre szu˝k´ıtettu¨k. Az 1. a´bra illusztra´lja
a pe´lda´ban elve´gzett osztozkoda´st.
1. a´bra. A BEA futa´sa ne´gy szeme´ly esete´n.
A Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmusro´l ko¨nnyen bela´thato´, hogy ara´-
nyos osztozkoda´st valo´s´ıt meg. Az algoritmus pa´rhuzamos va´ga´sokkal szeleteli fel
a torta´t, eze´rt a ja´te´kosok jelo¨le´sei balro´l jobbra megsza´mozhato´ak az I indexhal-
mazzal. Ekkor egy pi : I → I permuta´cio´ hata´rozza meg, hogy a ja´te´kosok milyen
sorrendben jelo¨lte´k meg a torta´t:
pi(i) = j ⇔ az i. jelo¨le´st Pj tette le.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
38 FLEINER TAMA´S, ROMSICS ERZSE´BET
3.1. Te´tel. Ha egy ja´te´kos ma´s helyen jelo¨li meg a torta´t ba´rmelyik jelo¨le´s-
kor, mint a to¨bbi k−1 ja´te´kos, akkor a Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus
garanta´lja sza´ma´ra a szigoru´an nagyobb, mint 1k re´szt. Ha minden ja´te´kosra igaz,
hogy legala´bb egyszer nem az o˝ jelo¨le´se mente´n va´gtak el egy szeletet, akkor a Bol-
dogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus szigoru´an ara´nyos osztozkoda´st produka´l.
Bizony´ıta´s. Legyen ℓ := ⌊k2 ⌋. Tegyu¨k fel, hogy a ja´te´kvezeto˝ az elso˝ va´ga´st az ℓ.
va´ga´s mente´n ejtette. Legyen a va´ga´s bal oldala´n le´vo˝ szelet XB . Ekkor pontosan






Megjegyezhetju¨k, hogy az ℓ. jelo¨le´s menti va´ga´s azt jelenti, hogy balro´l az ℓ.
e´s (ℓ+ 1). jelo¨le´sek egybeesnek, vagyis Ppi(ℓ+1) ja´te´kos is ugyanazt gondolja a bal
oldali szeletro˝l, mint Ppi(ℓ). So˝t, elo˝fordulhat, hogy to¨bb mint ke´t ja´te´kos jelo¨le´se
esett egybe a va´ga´ssal, ekkor a ja´te´kvezeto˝ megfelelo˝ sza´mu´ ja´te´kost sorsol a bal
e´s a jobb oldalra.
Az XB szeleten a va´ga´s uta´n a Ppi(1), Ppi(2), ..., Ppi(ℓ) ja´te´kosok osztozkodnak
tova´bb. Ekkor a Ppi(ℓ) ja´te´kos re´szesede´se az XB szeletbo˝l
1
ℓ , az XB szeletet pedig
ℓ
k nagysa´gu´nak tartja. Ha megkapja az XB szeletbo˝l a re´szesede´se´t, akkor sza´ma´ra
a saja´t szelete legala´bb 1ℓ · ℓk = 1k e´rte´ku˝, vagyis megkapta legala´bb az ara´nyos re´sze´t
a teljes torta´bo´l. Ha a va´ga´sra ezek ko¨zu¨l a ja´te´kosok ko¨zu¨l to¨bbek jelo¨le´se esett,
azokra ugyanez levezetheto˝.
De mi to¨rte´nik a to¨bbiekkel? Ha Ppi(i) egy bal oldalra osztott ja´te´kos
(i ∈ {1, 2, . . . , ℓ− 1}), e´s az adott ko¨rben tett jelo¨le´se nem esik az akkori va´ga´sra,
akkor a jelo¨le´se e´s a va´ga´s ko¨zo¨tt van egy pozit´ıv Lebesgue-me´rte´ku˝ halmaz. Mivel
a saja´t me´rte´ke egyu¨ttesen abszolu´t folytonos a Lebesgue-me´rte´kre ne´zve, ı´gy o˝ is





Hasonlo´ e´rve´nyes a Ppi(ℓ+1), Ppi(ℓ+2), ..., Ppi(k) ja´te´kosokra e´s a jobb oldali szeleten
to¨rte´ntekre. Teha´t mindenki, akinek a jelo¨le´se nem esik elso˝ ko¨rben a va´ga´sra,
szigoru´an to¨bbet kap a torta´bo´l, mint az ara´nyos re´sze.
Az elo˝zo˝ek a´ltala´nos´ıthato´k, ha minden ko¨rben az u´j szeletek e´rte´ke´t norma´ljuk.
Ezzel az a´ltala´nos´ıta´ssal mega´llap´ıthatjuk, hogy ha egy ja´te´kos mindenki ma´sto´l
ku¨lo¨nbo¨zo˝ke´ppen jelo¨li meg a torta´t ba´rmelyik ko¨rben, akkor biztosan nem a je-
lo¨le´se mente´n va´gnak, vagyis az (9) egyenletben le´ırtak alapja´n szigoru´an to¨bbet
fog kapni az ara´nyos re´sze´ne´l.
Ezek alapja´n pedig ha mindenkire igaz, hogy legala´bb egyszer ma´s helyen jelo¨lte
meg a torta´t, mint to¨bbiek, akkor az osztozkoda´s szigoru´an ara´nyos. ⊓⊔
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
IGAZSA´GOS TORTAOSZTA´SI ALGORITMUSOK... 39
A Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus le´ıra´sa alapja´n a va´ga´ssza´mra
rekurzio´s formula´t definia´lhatunk. Ha k szeme´ly osztozkodik a torta´n, akkor a
legelso˝ ko¨rben mindenki megjelo¨li, hogy hol va´gna´ el. Mivel ezek mind va´ga´sokkal
kapcsolatos do¨nte´sek, amik befolya´solhatja´k a va´ga´s fizikai helye´t, belesza´mı´tanak
a va´ga´ssza´mba. A ja´te´kvezeto˝ le´pe´sei, a fizikai va´ga´s e´s a ja´te´kosok sze´toszta´sa
nem sza´mı´tanak bele. A va´ga´s uta´n pedig ke´t, kevesebb re´sztvevo˝s tortaoszta´st
kell majd ve´gigja´tszaniuk a megfelelo˝ ja´te´kosoknak, teha´t a rekurzio´s formula a
ko¨vetkezo˝ke´ppen ı´rhato´ fel az also´ e´s felso˝ ege´szre´sz fu¨ggve´nyek seg´ıtse´ge´vel:









3.2. Te´tel. A k-szeme´lyes Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus va´ga´s-
sza´ma rekurz´ıv formula´ja´nak za´rt alakja
D(k) = k · ⌈log2 k⌉ − 2⌈log2 k⌉ + k. (11)
Bizony´ıta´s. A Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Algoritmus az Oszd meg e´s Uralkodj
Algoritmus egy egyszeru˝ mo´dos´ıta´sa´val szu¨letett, e´s elo˝bbi va´ga´ssza´ma´t egyszeru˝-
en megkapjuk uto´bbi va´ga´ssza´ma´bo´l (a levezete´s Robertson e´s Webb ko¨nyve´ben
megtala´lhato´ [2, 3]). A passz´ıv ja´te´kos elkeru¨le´se a Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban
Algoritmusban azt eredme´nyezi, hogy minden egyes ko¨rben (jelo¨le´skor) plusz egy
va´ga´st ejtu¨nk. Az Oszd Meg e´s Uralkodj Algoritmus va´ga´ssza´ma teha´t
D(k) = k · ⌈log2 k⌉ − 2⌈log2 k⌉ + 1.
A k re´sztvevo˝ esete´n o¨sszesen k darab szeletre va´gjuk a torta´t, vagyis k− 1 darab
fizikai va´ga´st ejtu¨nk. Ezt pedig pontosan k− 1 ko¨r alatt e´rhetju¨k el, ami o¨sszesen
k − 1 plusz va´ga´st jelent az Oszd meg e´s Uralkodj Algoritmus va´ga´ssza´ma´hoz
ke´pest. ⊓⊔
Even e´s Paz [2] Oszd Meg e´s Uralkodj Algoritmusa O(k · log k) va´ga´ssal ve´gzi
el az ara´nyos tortaoszta´st. Edmonds e´s Pruhs [1] bela´tta, hogy ez a va´ga´ssza´m
optima´lis a determinisztikus algoritmusok ko¨re´ben.
3.1. Ko¨vetkezme´ny. A determinisztikus Boldogsa´g az Egyenjogu´sa´gban Al-
goritmus va´ga´ssza´ma O(k · log k) nagysa´grendu˝, vagyis optima´lis.
4. Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmus
Ebben a fejezetben a´tte´ru¨nk a nem egyenlo˝ re´szesede´sek melletti ara´nyos osz-
tozkoda´si feladatra, azaz amikor a ja´te´kosok re´szesede´se a torta´bo´l egyma´shoz
ke´pest ku¨lo¨nbo¨zo˝. Az itt definia´lt algoritmus terme´szete miatt ce´lszeru˝ u´jrafo-
galmazni az eddigi tortaoszta´ssal kapcsolatos fogalmakat. Ezentu´l a C re´szve´ny-
ta´rsasa´g reprezenta´lja a torta´t, Pi ja´te´kosok pedig a va´llalat re´szve´nyesei lesznek
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di re´szesede´ssel (i ∈ I = {1, 2, ..., k}). A re´szesede´sek o¨sszege n =
∑
i∈I di, jelo¨lje
ezentu´l a C va´llalat re´szve´nyeinek sza´ma´t, valamint a teljes C re´szve´nyta´rsasa´g
e´rjen minden ja´te´kosnak 1-et. I´gy a re´szve´nyesek 1n e´rte´ku˝nek tartja´k a va´llalat
minden re´szve´nye´t.
Az elja´ra´s sora´n a C re´szve´nyta´rsasa´got C1, C2, ..., Cm re´szve´nyta´rsasa´gokra
va´gjuk (rendre n1, n2, ..., nm re´szve´nnyel), ahol
∑m
j=1 n
j = n. Egy Pi re´szve´nyes
akkor tartja jo¨vedelmezo˝nek a Cj va´llalatot, ha egy re´szve´ny e´rte´ke Cj-ben leg-





, ahol α = µi(C
j) ∈]0, 1[. (12)
Ezek alapja´n Pi jo¨vedelmezo˝bbnek tartja a C
j va´llalatot ba´rmelyik ma´sikhoz ke´-
pest, ha sza´ma´ra to¨bbet e´r egy Cj-beli re´szve´ny, mint egy re´szve´ny a ma´sik va´l-
lalatbo´l. Ce´lunk, hogy minden Cj va´llalat pontosan egy re´szve´nyes tulajdona´ban
legyen, e´s minden Pi re´szve´nyes pontosan di re´szve´nnyel rendelkezzen az osztoz-
koda´s ve´ge´re, vagyis






Ji = J (13)
Bemutatjuk az ismert Ko¨zel Felezo˝ Algoritmus egy k-szeme´lyes a´ltala´nos´ıta´sa´t,
a Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmust, amellyel a fent eml´ıtett {Cj}j∈J fel-
oszta´s elke´sz´ıtheto˝. Az algoritmus alapjake´nt a ko¨vetkezo˝kben megfogalmazott
Re´szve´nyta´rsasa´g Sze´tva´laszta´s szubrutin szolga´l, amely kette´va´g egy re´szve´ny-
ta´rsasa´got, majd a ja´te´kosok a sza´mukra jo¨vedelmezo˝bb oldalra pro´ba´lnak helyez-
kedni a re´szve´nyeik csere´lgete´se´vel. A szubrutint u´jra alkalmazzuk azokra a kisebb
va´llalatokra, melyeknek me´g legala´bb ke´t tulajdonosa van.
A Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmus bemenete maga a {C} va´llalat e´s
egy (d1, d2, . . . , dk)
T re´szesede´si lista, amely az osztozkodo´ P1, P2, . . . , Pk ja´te´-
kosok re´szesede´se´t reprezenta´lja a C va´llalatban. Az algoritmus kimenete egy
C = {C1, C2, . . . , Cm} feloszta´s e´s egy D ∈ Nk×m ma´trix, melynek dji (i. sor, j.
oszlopbeli) eleme megmutatja, hogy a Pi ja´te´kos mekkora ara´nyban re´szesu¨l a C
j























k . . . d
m
k
 ∈ Nk×m. (14)
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4.1. Ko¨vetkezme´ny. Mivel az Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s Algoritmus ve´ge´n
minden Cj va´llalatnak egy tulajdonosa van, ı´gy tudjuk, hogy D minden oszlopa´ban
pontosan egy elem nem 0. Ez nem mondhato´ el a sorokro´l, hiszen egy ja´te´kosnak
lehet to¨bb va´llalata is: az i. sort o¨sszegezve di-t kapunk.
A Re´szve´nyta´rsasa´g Sze´tva´laszta´s szubrutin bemenete egy {Cj} tortaszelet





T lista, amely az osztozkodo´ P1, P2, ..., Pk ja´te´kosok re´-
szesede´se´t reprezenta´lja a Cj va´llalatban (a ma´trix j. oszlopa). Az szubrutin









2 , ..., d
∗∗
k ) re´szesede´si lista´kkal, melyekre teljesu¨l, hogy
minden i ∈ I : d∗i + d∗∗i = dji . Ha a va´llalatnak (amit bemenetke´nt adtunk)
csak egy tulajdonosa van, akkor a szubrutin visszaadja a bemenetet (vagyis C∗∗
nem felte´tlenu¨l le´tezik). A szubrutin kimenete´t a Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s
Algoritmus beilleszti a saja´t C halmaza´ba e´s D ma´trixa´ba, e´s ekkor a csillagok
helye´re a megfelelo˝ indexek keru¨lnek.
Re´szve´nyta´rsasa´g Feloszta´s (RTF) Algoritmus
BEMENET: C = {C} e´s D = (d1, d2, ..., dk)T .
Megh´ıvjuk a Re´szve´nyta´rsasa´g Sze´tva´laszta´s szubrutint: RTSzV (C,D).






T re´szesede´si lista´k lesznek a D ma´trix oszlopai. Az











ko¨zu¨l megh´ıvjuk azokat, melyeknek a bemenetke´nt megadott re´szesede´si
lista´ja´ban legala´bb ke´t 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ sza´m van.
Ha egy re´szesede´si lista´ban pontosan egy 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ sza´m van, akkor
az ahhoz tartozo´ va´llalat egy ember tulajdona´ban van, e´s nem osztozkod-
nak tova´bb rajta.
REKURZIO´: A kimeneteket feldolgozzuk: a C halmazban minden Cj he-
lye´re a C∗ e´s a C∗∗ kimenetke´nt kapott va´llalatok keru¨lnek (megfelelo˝ in-





T lista´t, helyette pedig be-





T e´s (d∗∗1 , d
∗∗
2 , ..., d
∗∗
k )
T lista´kat (megfelelo˝ index-






szubrutinokat (ahol Cj ∈ C), melyeknek a bemenetke´nt megadott re´szese-
de´si lista´ja´ban legala´bb ke´t 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ sza´m van. Ha egy re´szesede´si
lista´ban pontosan egy 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ sza´m van, az ahhoz tartozo´ va´lla-
laton nem osztozkodnak tova´bb.
KIMENET: C = {C1, C2, ..., Cm} feloszta´s e´s egy D ∈ Nk×m.
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A ko¨vetkezo˝kben bemutatjuk a Re´szve´nyta´rsasa´g Sze´tva´laszta´s szubrutint, ami
az RTF algoritmus alapja.
Re´szve´nyta´rsasa´g Sze´tva´laszta´s (RTSzV) szubrutin
BEMENET: C va´llalat e´s (d1, d2, ..., dk)
T re´szesede´si lista.
Ha csak egy tulajdonosa van a C va´llalatnak, akkor ke´szen vagyunk.
Egye´bke´nt tegyu¨k fel, hogy Pℓ a legnagyobb re´szesede´ssel rendelkezo˝ ja´te´-
kos, vagy azok egyike. Ekkor n = d1 + d2 + ...+ dk.
1.eset: Ha dℓ ≥ ⌈n2 ⌉, akkor a Pℓ ja´te´kos ko¨zel felezi a C va´llalatot






⌊n2 ⌋ teljesu¨l (minden re´szve´ny egyenlo˝ e´rte´ku˝ Pℓ-nek).
A C1 va´llalatbo´l minden Pi (i ∈ I) ja´te´kos di · ⌈n2 ⌉ · 1n re´szve´nyt
kap, a C2 va´llalatbo´l pedig di · ⌊n2 ⌋ · 1n re´szve´nyt. A C1 e´s C2 va´l-
lalat ko¨zu¨l a Pℓ ja´te´koson k´ıvu¨l minden Pi ja´te´kos kiva´lasztja, hogy
sza´ma´ra melyik jo¨vedelmezo˝bb. (Ha minden re´szve´ny ugyanannyit
e´r Pi-nek, akkor tetszo˝legesen va´laszthat va´llalatot.) Ezek uta´n a
ja´te´kosok elkezdenek a Pℓ ja´te´kossal re´szve´nyeket csere´lni. Ha egy
ja´te´kos jo¨vedelmezo˝nek tart egy va´llalatot, akkor a ma´sik va´llalatbeli
re´szve´nyeit (aka´r to¨rtsza´mu´ re´szve´nyt is) o¨ro¨mmel csere´l jo¨vedelme-
zo˝bbekre.
A re´szve´nycsere addig tart, amı´g minden ja´te´kosnak ege´sz sza´mu´
re´szve´nye lesz mindke´t va´llalatban, e´s Pℓ ja´te´koson k´ıvu¨l mindenki-
nek ma´r csak vagy C1-ben, vagy C2-ben vannak re´szve´nyei. (Ha a
Pℓ ja´te´kosnak tu´l nagy re´szesede´se van a C va´llalatbo´l, akkor elo˝for-
dulhat az az eset, hogy nem lehet csak egy oldalon re´szve´nye.)
Ebben az esetben vagy reduka´ltuk a k-szeme´lyes proble´ma´t egy ⌈n2 ⌉
e´s egy ⌊n2 ⌋ re´szve´nysza´mu´, kevesebb re´sztvevo˝s proble´ma´ra, vagy
cso¨kkentettu¨k Pℓ re´szesede´se´t.
2.eset: Ha dℓ < ⌈n2 ⌉, akkor Pℓ pontosan felezi a C va´llalatot C1
e´s C2 va´llalatokra, vagyis µℓ(C
1) = µℓ(C
2) = 12 teljesu¨l, a re´szve´-
nyek pedig infla´lo´dnak : mindke´t va´llalat n re´szve´nyt kap, e´s minden
Pi ja´te´kos di re´szve´nyt kap mindke´t va´llalatbo´l. Ekkor, ahogy az
1. esetben, minden ja´te´kos kiva´lasztja a jo¨vedelmezo˝bb va´llalatot,
majd re´szve´nyeket csere´lnek mindaddig, amı´g valamely ja´te´kosnak
leheto˝se´ge van, hogy egy re´szve´nyt jo¨vedelmezo˝bb re´szve´nyre csere´l-
jen.
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Ebben az esetben reduka´ltuk a k-szeme´lyes proble´ma´t ke´t, legfeljebb
(k − 1)-szeme´lyes proble´ma´ra, hiszen minden esetben van egy Pi
ja´te´kos (legrosszabb esetben Pℓ), akinek ele´g re´szve´nye van ahhoz,
hogy a legkisebb re´szesede´su˝ ja´te´kossal addig csere´ljen, amı´g annak
csak jo¨vedelmezo˝ re´szve´nye marad. Ezenk´ıvu¨l a Pi ja´te´kos is tud
addig csere´lni, amı´g csak jo¨vedelmezo˝bb re´szve´nye van, ku¨lo¨nben
nem ebben az esetben lenne´nk.
Megjegyezzu¨k, hogy k = 2 szeme´lyre az RTF algoritmus 2. esete nem fordulhat
elo˝, vagyis a ke´tszeme´lyes algoritmus ekvivalens a Ko¨zel Felezo˝ Algoritmussal.
4.1. A´ll´ıta´s. Az RTSzV szubrutin 1. esete´ben a va´go´ Pℓ ja´te´kosnak mindig
van ele´g re´szve´nye, hogy addig csere´ljen, amı´g minden ja´te´kosnak csak az egyik
va´llalatban van ege´sz sza´mu´ re´szve´nye.
Bizony´ıta´s. Mindke´t u´j va´llalathoz ege´sz sza´mu´ re´szve´ny tartozik, e´s ebbo˝l
ko¨vetkezik, hogy kaphatunk kimenetke´nt ege´szelemu˝ re´szesede´si lista´kat.
A legrosszabb eset, ha a Pℓ va´go´ ja´te´koson k´ıvu¨l mindenki ugyanazt a va´lla-
latot tartja jo¨vedelmezo˝bbnek, e´s ennek a va´llalatnak ⌊n2 ⌋ re´szve´nye van, ugyanis
ekkor van szu¨kse´ge a Pℓ ja´te´kosnak a legto¨bb re´szve´nyre a ma´sik va´llalatbo´l. Ezek
alapja´n teljesu¨lnie kell a ko¨vetkezo˝ egyenlo˝tlense´gnek, hogy mindig ele´g re´szve´nye











































Vagyis megkaptuk azt a felte´telt, ami alapja´n a szubrutin 1. esete´be keru¨ltu¨nk. ⊓⊔
4.2. A´ll´ıta´s. Az RTSzV szubrutin 2. esete´ben mindegyik va´llalatnak leg-
ala´bb eggyel kevesebb tulajdonosa lesz, mint az eredetiben volt.
Bizony´ıta´s. Legyen a legkevesebb re´szesede´ssel rendelkezo˝ ja´te´kos Pm. Mivel nem
egyenlo˝ re´szesede´sekkel dolgozunk, ı´gy lesz legala´bb egy ja´te´kos (aki aka´r a Pℓ
va´go´ ja´te´kos is lehet), akinek a re´szesede´se to¨bb, mint a Pm ja´te´kose´. A nagyobb
re´szesede´ssel rendelkezo˝ tud annyi re´szve´nyt adni Pm-nek, hogy csak egy va´llalat-
na´l legyen re´szve´nye.
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A legrosszabb eset, amikor a Pℓ ja´te´koson k´ıvu¨l minden ja´te´kos ugyanazt a va´llala-
tot tartja jo¨vedelmezo˝bbnek. Ellenkezo˝ esetben a Pℓ ja´te´koson k´ıvu¨li Pi ja´te´kosok
(i ̸= ℓ) elkezdik a re´szve´nycsere´ket, e´s a Pℓ ja´te´kos re´szve´nyeire csak re´szben
van szu¨kse´g ahhoz, hogy teljesu¨ljo¨n az a´ll´ıta´s. Megmutatjuk, hogy a Pℓ ja´te´kos
a legrosszabb esetben el tudja csere´lni a mindenki a´ltal jo¨vedelmezo˝bbnek tartott
va´llalati re´szve´nyeit, e´s ezzel a Pm e´s Pℓ ja´te´kosok teljes´ıtik a felte´telt. Az esetsze´t-
va´laszta´s szerint akkor vagyunk a 2. esetben, ha dℓ < ⌈n2 ⌉. Ekkor n − dℓ ≥ ⌈n2 ⌉,
e´s pontosan n − dℓ re´szve´ny kellene a Pℓ va´go´ ja´te´kosnak, hogy re´szve´nycsere´le´s
sora´n mindenki ma´snak csak a jo¨vedelmezo˝bb oldalon legyen re´szve´nye, de a felte-
ve´s miatt ennyi nincs neki. Teha´t meg tudjuk oldani, hogy a Pℓ ja´te´kos re´szve´nyei
elfogyjanak a jo¨vedelmezo˝bb va´llalatban. ⊓⊔
4.3. A´ll´ıta´s. Az RTSzV szubrutin sora´n a ja´te´kosok ara´nyosan osztozkodnak.
Ko¨vetkeze´ske´ppen az RTF algoritmus kimenete ara´nyos feloszta´st szolga´ltat.
Bizony´ıta´s. Igazoljuk, hogy az RTSzV szubrutin ve´grehajta´sa sora´n egyetlen
ja´te´kos vagyona sem cso¨kken, azaz a
∑
j µi(C
j) · dji mennyise´g legala´bb akko-
ra a szubrutin ve´grehajta´sa uta´n, mint amekkora az elo˝tt volt minden i ese-
te´n. Az RTSzV szubrutin ke´t le´pe´sbo˝l a´ll: elo˝szo¨r egy Cj va´llalatbo´l egy C∗
e´s egy C∗∗ va´llalat keletkezik. Ennek sora´n az i. ja´te´kos vagyona´nak va´ltoza´-
sa µi(C
∗) · dji + µi(C∗∗) · dji − µi(Cj) · dji = dji · (µi(C∗) + µi(C∗∗) − µi(Cj)) =
dji · (µi(Cj)− µi(Cj)) = 0.
Ha a szubrutin ma´sodik re´sze´ben ve´grehajtott re´szve´nycsere sora´n mondjuk az
i. ja´te´kos a C∗ va´llalatban ε mennyise´gu˝ re´szve´nye´t elcsere´li ugyancsak ε mennyi-
se´gu˝ re´szve´nyre a C∗∗ va´llalatban, akkor teljesu¨l, hogy µi(C∗) ≤ µi(C∗∗). Az i.
ja´te´kos vagyona´nak va´ltoza´sa teha´t ε · (µi(C∗∗)− µi(C∗) ≥ 0, ı´gy a re´szve´nycsere
sora´n sem cso¨kkenhet egyetlen ja´te´kos vagyona sem.
Tekintettel arra, hogy a ja´te´kosok vagyona kiza´ro´lag az RTSzV szubrutin sora´n
va´ltozhat az RTF algoritmus futa´sa sora´n, eze´rt az algoritmus kimeneteke´nt kapott
feloszta´sban az i. ja´te´kos vagyona legala´bb akkora lesz, mint amekkora az eredeti
re´szesede´se volt, azaz legala´bb di. Neku¨nk pedig e´ppen ezt kellett igazolnunk. ⊓⊔
4.1. Pe´lda. Alice, Bob e´s Charlie re´szesede´se a Gyu¨mo¨lcs va´llalatbo´l rendre
(3, 28, 7). A feloszta´skor Bob va´g elo˝szo¨r, mert o¨ve´ a legnagyobb re´szesede´s a va´l-
lalati re´szve´nyekbo˝l. Mivel n = 38, e´s dB ≥ ⌈n2 ⌉ = 19, Bob ko¨zel felezi a Gyu¨mo¨lcs
va´llalatot ke´t, 19 re´szve´nnyel rendelkezo˝ re´szre, az Alma e´s Bana´n va´llalatokra.
A va´ga´s uta´n Alice e´s Charlie jo¨vedelmezo˝bb oldalt, mondjuk az Alma va´llalatot
va´lasztja´k, la´sd a 3. a´bra (A) re´sze´n. A to¨rtek eltu¨ntete´se uta´n Alice 2 Alma e´s 1
Bana´n, Bob 13 Alma e´s 15 Bana´n, Charlie pedig 4 Alma e´s 3 Bana´n re´szve´nnyel
rendelkezik. A re´szve´nycsere uta´n Bob megkapja a teljes Bana´n va´llalatot, hiszen
ma´r csak o˝ a tulajdonosa. A re´szesede´se ezzel cso¨kken, e´s folytatja´k az osztozko-
da´st (3,9,7) re´szesede´si lista´val. A va´go´ ja´te´kos isme´t Bob lesz. Mivel n = 19, e´s
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dB < ⌈n2 ⌉ = 10, Bobnak nincs ele´g re´szve´nye a ko¨zel felezo˝ esethez, eze´rt pontosan
felez, e´s a re´szve´nyek infla´lo´dnak, la´sd a 3. a´bra (B) re´sze´n. A re´szve´nycsere uta´n
reduka´ltuk a proble´ma´t ke´t darab ke´tszeme´lyes proble´ma´ra, e´s innento˝l a Ko¨zel
Felezo˝ Algoritmust haszna´lhatjuk ku¨lo¨n-ku¨lo¨n a ke´t va´llalatra.
2. a´bra. A Gyu¨mo¨lcs va´llalat egy ke´tszeme´lyes
feloszta´sa (3,8) re´szesede´si lista´val.
(a) Az elso˝ ko¨r (3,28,7) re´szesede´si
lista´val.
(b) A ma´sodik ko¨r (3,9,7)
re´szesede´si lista´ra.
3. a´bra. Redukcio´s le´pe´sek a ha´romszeme´lyes
RTF algoritmusban (3,28,7) re´szesede´si lista´val.
4.1. Te´tel. Ha k ≥ 2, n ≥ 3, e´s n > k, akkor a k-szeme´lyes Re´szve´nyta´rsasa´g
Feloszta´s Algoritmus, melyben a re´sztvevo˝k re´szesede´seinek o¨sszege n, felu¨lro˝l be-
csu¨lheto˝ a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
D(k, n) ≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1. (15)
Specia´lisan, ha k = 2, akkor
D(2, n) = ⌈log2 n⌉.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
46 FLEINER TAMA´S, ROMSICS ERZSE´BET
Bizony´ıta´s. Ha k = 2, akkor az algoritmusunk megegyezik a Ko¨zel Felezo˝ Algorit-
mussal, vagyis a va´ga´ssza´muk is megegyezik [3].
Hajtsunk ve´gre indukcio´t a lexikografikus rendezett (k, n) pa´rokon. Az algoritmus
le´ıra´sa´t ko¨vetve az ala´bbi felso˝ becsle´st adhatjuk D(k, n)-ra:
D(k, n) ≤ 1 + max
{



















Ahhoz, hogy bebizony´ıtsuk a te´telt, be kell la´tnunk a ko¨vetkezo˝t:
1 + max
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≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1.
Haszna´ljuk a te´telbeli (15) felso˝ becsle´st a maximumbeli elemekre. Egyszeru˝en
bela´thato´, hogy a legto¨bb elhagyhato´ ko¨zu¨lu¨k, mert D(k, ⌈n2 ⌉) felso˝ becsle´se´vel






⌉) ≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2⌈n2 ⌉⌉+ 1. (16)
Minden i ∈ {2, 3, ...⌈k+12 ⌉} indexre fel´ırhato´ a ko¨vetkezo˝:
D
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e´s felu¨lro˝l becsu¨lhetju¨k az egyenlo˝tlense´g jobb oldala´t az elo˝zo˝ekben fel´ırt (16) felso˝
becsle´ssel, majd rendezhetju¨k:















≤ (2k−1 − 2k−i − 2i−1 + 1) = (2k−i − 1) · (2i−1 − 1) (17)
Mivel n ≥ 3 esete´n az elo˝zo˝ (17) egyenlo˝tlense´g bal oldala´n mindig 1-ne´l nem
nagyobb, a jobb oldala´n pedig 1-ne´l nem kisebb te´nyezo˝ket szorzunk, a te´telbeli
(15) felso˝ becsle´ssel a ko¨vetkezo˝t kapjuk:
D(k, n) ≤ 1 + max
{
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Ahhoz, hogy a te´telbeli (15) felso˝ becsle´s mindig igaz legyen, a ko¨vetkezo˝ ke´t
egyenlo˝tlense´get kell me´g bela´tnunk:






⌉) ≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1. (19)
Becsu¨lju¨k felu¨lro˝l az elo˝zo˝ekben fel´ırt (18) egyenlo˝tlense´g bal oldala´t, hogy
eljussunk a jobb oldala´ig:
1 + 2 ·D(k − 1, n) ≤ 1 + 2 · [(2k−1−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1] =
= 3 + (2k−1 − 2) · ⌈log2 n⌉
= (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1−⌈log2 n⌉+ 2︸ ︷︷ ︸ .
≤ 0 (∀n ≥ 3)
Valamint becsu¨lju¨k felu¨lro˝l az elo˝zo˝ekben fel´ırt (19) egyenlo˝tlense´g bal oldala´t,







⌉) ≤ 1 + (2k−1 − 1) · ⌈log2⌈n2 ⌉⌉+ 1 =







= 1 + (2k−1 − 1) · ⌈log2 n− log2 2⌉+ 1
= 1 + (2k−1 − 1) · (⌈log2 n⌉ − 1) + 1
= (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1−2k−1 + 2︸ ︷︷ ︸ .
≤ 0 (∀k ≥ 2)
Ezzel bela´ttuk, hogy a te´telbeli (15) felso˝ becsle´s mindig elegendo˝ va´ga´s lesz.
⊓⊔
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ALGORITHMS FOR CAKE CUTTING WITH EQUAL AND UNEQUAL SHARES
Tama´s Fleiner, Erzse´bet Romsics
An unceasing problem of our prevailing society is the fair division of goods. The problem of
fair cake cutting is dividing a heterogeneous and divisible resource, the cake, among k players
who value pieces according to their own measure function. The goal is to assign each player a
not necessarily connected part of the cake that the player evaluates at least a much as her equal
fair share.
In this paper, we present two new algorithms. Our first algorithm guarantees a piece strictly
larger than 1
k
of the whole cake for certain measure functions. In the second setting, we investigate
the problem of unequal shares, where each player needs to be assigned a piece that she evaluates
at least a much as her predefined fair share. We present an algorithm that delivers such a solution
and in some cases, runs faster than all known algorithms. In both problems, we establish upper
bounds on the number of cuts our algorithms execute.
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KE´TKISZOLGA´LO´S, NEM NO¨VEKVO˝, EGYSZERU˝, LINEA´RIS




Becsle´st adunk a puha korrela´lt egyensu´ly (Forgo´ F (2010) Mathematical
Social Sciences 60:186-190) ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke´re (Ashlagi I, Monderer D
and Tennenholz M (2008) Journal of Artificial Intelligence 33:575-613) a
ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si ja´te´kok oszta´lya´n.
Az also´ korla´t 1,125, a felso˝ korla´t 1,265625. A felso˝ korla´t le´nyegesen jobb
az eddig ismert 1,333-na´l.
1. Bevezete´s
A korrela´lt egyensu´ly (correlated equilibrium CE) fogalma´t Aumann [3] ve-
zette be mint a Nash-egyensu´ly (Nash equilibrium NE [14], [15]) a´ltala´nos´ıta´sa´t.
Ve´ges ja´te´kok korrela´lt egyensu´lya´t to¨bbfe´leke´ppen is lehet definia´lni, illetve in-
terpreta´lni. Matematikai preciz´ıta´ssal a korrela´lt egyensu´lyt a strate´giaprofilokon
adott olyan valo´sz´ınu˝se´geloszla´ske´nt definia´ljuk, amely egy linea´ris egyenlo˝tlen-
se´grendszer lehetse´ges megolda´sa. Az egyenlo˝tlense´geket o¨szto¨nzo˝ felte´teleknek
nevezzu¨k e´s a ve´ges ja´te´k kifizeto˝ fu¨ggve´nye´bo˝l konstrua´ljuk. Az o¨szto¨nzo˝ fel-
te´telek mege´rte´se´hez az Aumann a´ltal megadott interpreta´cio´ seg´ıt a legjobban,
ami tulajdonke´ppen egy forgato´ko¨nyv, amelyet egy ja´te´kvezeto˝nek e´s a ja´te´kosok-
nak ko¨vetniu¨k kell, mielo˝tt a ja´te´kot maga´t leja´tssza´k. A forgato´ko¨nyv szerint a
ja´te´kvezeto˝ egy adott e´s minden re´sztvevo˝ a´ltal ismert valo´sz´ınu˝se´geloszla´s sze-
rint kisorsol egy strate´giaprofilt. Uta´na minden ja´te´kosnak ku¨lo¨n-ku¨lo¨n javasolja,
hogy ja´tssza a kisorsolt strate´giaprofilbo´l a saja´t re´sze´t. Minden ja´te´kosnak szabad
va´laszta´sa van abban, hogy elfogadja-e a javaslatot, vagy pedig valami ma´s stra-
te´gia´t ja´tszik. A valo´sz´ınu˝se´geloszla´st korrela´lt egyensu´lynak nevezzu¨k, ha abban
az esetben, ha mindenki elfogadja a ja´te´kvezeto˝ aja´nla´sa´t, akkor senki sem tudja a
va´rhato´ kifizete´se´t (hasznossa´ga´t) no¨velni azzal, hogy nem fogadja meg a ja´te´kve-
zeto˝ tana´csa´t. Eza´ltal a ta´rsadalmi hasznossa´g (social welfare SW ), amit a´ltala´ban
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
52 FORGO´ FERENC
a ja´te´kosok hasznossa´ga´nak o¨sszege´vel (vagy ami ezzel ekvivalens, az a´tlagos hasz-
nossa´ggal) me´ru¨nk, nagyobb lehet, mint ba´rmelyik Nash-egyensu´lyban. Vannak
azonban olyan ja´te´kok (pl. a fogoly dilemma), amikor a korrela´lt egyensu´ly nem
tud nagyobb ta´rsadalmi hasznossa´got produka´lni, mint a legjobb Nash-egyensu´ly.
Aumann adott egy ma´sik interpreta´cio´t is [4], amelyben a korrela´lt egyensu´lyt a
bayesi racionalita´s megtestesu¨le´se´nek tartja.
A korrela´lt egyensu´ly a´ltala´nos´ıta´sai a´ltala´ban azt a ce´lt tu˝zik ki, hogy az
egyensu´ly megtarta´sa mellett nagyobb ta´rsadalmi hasznossa´got lehessen ele´rni,
mint a korrela´lt egyensu´llyal. Ezt a ce´lt a forgato´ko¨nyv megva´ltoztata´sa´val e´rik
el. Ennek azonban a´ra van. A ja´te´kosok re´sze´ro˝l ero˝sebb elko¨telezettse´get ko¨ve-
telu¨nk meg. Moulin e´s Vial [13] vezette be a gyenge korrela´lt egyensu´ly fogalma´t
(coarse correlated equilibrium CCE). A ja´te´kosoknak el lehet ko¨telezni magukat
arra, hogy vakon ko¨vetik a ja´te´kvezeto˝ javaslata´t. Ha nem ko¨telezik el magukat,
akkor szabadon va´laszthatnak ba´rmilyen strate´gia´t. A gyenge korrela´lt egyensu´ly
egy olyan valo´sz´ınu˝se´geloszla´s, amely mellett senki sem jut nagyobb kifizete´shez
az elko¨telezettse´g megtagada´sa´val, felte´ve, hogy mindenki ma´s elko¨telezte maga´t.
Vannak pe´lda´k, so˝t ege´sz ja´te´koszta´lyok [10],[11],[12],[13], ahol a gyenge korrela´lt
egyensu´ly jobban
”
teljes´ıt”, mint a korrela´lt egyensu´ly. A puha korrela´lt egyensu´ly
(soft correlated equilibrium SCE) [6] egy ma´sik a´ltala´nos´ıta´sa a korrela´lt egyen-
su´lynak. A puha korrela´lt egyensu´ly forgato´ko¨nyve
”
kicsit” ku¨lo¨nbo¨zik a gyenge
korrela´lt egyensu´ly forgato´ko¨nyve´to˝l. Ha egy ja´te´kos nem akarja elko¨telezni ma-
ga´t, akkor ba´rmelyik strate´gia´t va´laszthatja, kive´ve azt, amelyet a ja´te´kvezeto˝
javasolt volna neki, ha elko¨telezte volna maga´t. Mind a gyenge, mind a puha kor-
rela´lt egyensu´ly a korrela´lt egyensu´ly a´ltala´nos´ıta´sa, de egyik sem a´ltala´nos´ıta´sa a
ma´siknak. Vannak azonban olyan ja´te´koszta´lyok, ahol a puha korrela´lt egyensu´ly
a´ltala´nos´ıta´sa a gyenge korrela´lt egyensu´lynak. Egy fontos pe´lda a bina´ris ja´te´kok
oszta´lya, ahol mindegyik ja´te´kos strate´giahalmaza ke´t elemu˝.
Ebben a dolgozatban a puha korrela´lt egyensu´ly
”
teljes´ıtme´nye´t” szeretne´nk
me´rni egy adott C ja´te´koszta´lyban. Ehhez egy olyan me´ro˝sza´mot haszna´lunk,
amely azt hivatott megmutatni, hogy milyen me´rte´kben tudja a
”
legjobb” puha
korrela´lt egyensu´ly a´ltal biztos´ıtott ta´rsadalmi hasznossa´g megko¨zel´ıteni a ta´rsa-
dalmi hasznossa´g maximuma´t. Erre a ce´lra a ke´nyszer´ıte´si e´rte´ket (enforcement
value EV ) haszna´ljuk. A G ∈ C ja´te´k EV (G) ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke a ta´rsadalmi
hasznossa´g maximuma´nak e´s a puha korrela´lt egyensu´ly a´ltal biztos´ıthato´ legna-
gyobb ta´rsadalmi hasznossa´g e´rte´ke´nek a ha´nyadosa. Az ege´sz C oszta´lyon vett
ke´nyszer´ıte´si e´rte´ket pedig az EV = supG∈C EV (G) e´rte´kkel definia´ljuk. A ke´ny-
szer´ıte´si e´rte´k ko¨zeli rokonsa´gban van a
”
stabilita´s a´ra” (price of stability, [1],[5])
mutato´sza´mmal. Itt egy ko¨ltse´galapu´ modell kerete´ben a´ll´ıtja´k ara´nyba a leg-
jobb Nash-egyensu´ly (vagy korrela´lt egyensu´ly) ta´rsadalmi ko¨ltse´ge´t a ta´rsadalmi
ko¨ltse´g minimuma´val. A ko¨ltse´gmodellel nyert eredme´nyeket nem lehet egyszeru˝
eszko¨zo¨kkel a´tvinni hasznossa´galapu´ modellekre, mint ahogy azt [2]-ben a szerzo˝k
megmutatja´k.
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Ebben a dolgozatban a ke´tkiszolga´lo´s, egyszeru˝, torlo´da´si ja´te´kokkal foglalko-
zunk. Ezekben a ja´te´kokban minden ja´te´kos ke´t adott kiszolga´lo´ ko¨zu¨l va´laszthat
e´s a kifizete´s (hasznossa´g), amit az egyes ja´te´kosok kapnak, csak az adott ki-
szolga´lo´t va´laszto´ ja´te´kosok sza´ma´to´l fu¨gg. A torlo´da´si ja´te´kok specia´lis esetke´nt
tartalmazza´k a legismertebb ta´rsadalmi csapda´kat (fogoly dilemma, nemek harca,
gya´va nyu´l, galamb-he´ja) e´s azok bizonyos a´ltala´nos´ıta´sait to¨bb szeme´ly (ja´te´kos)
esete´re [8], [9]. Ebben a munka´ban me´g azt is feltesszu¨k, hogy mindke´t kiszolga´-
lo´ esete´ben a kifizete´s nem no¨vekszik (a´ltala´ban cso¨kken) a haszna´lo´k sza´ma´nak
no¨vekede´se´vel, e´s a kifizete´s va´ltoza´sa´t egy linea´ris fu¨ggve´ny ı´rja le. Ashlagi et al.
[2] re´szletesen tanulma´nyozta´k ezeket a ja´te´kokat, e´s becsle´seket adtak a korrela´lt
egyensu´ly ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke´re. Mi a ko¨vetkezo˝kben a puha korrela´lt egyensu´ly
ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke´vel foglalkozunk. Kora´bban Forgo´ [6] ke´t, ha´rom e´s ne´gy ja´-
te´kos esete´re pontos e´rte´ket hata´rozott meg, mı´g tetszo˝leges sza´mu´ ja´te´kosra a 43
felso˝ becsle´st adta. Ebben a dolgozatban meghata´rozunk egy pontos also´ korla´tot,
ami 98 -dal egyenlo˝, e´s a
4
3 -na´l le´nyegesen jobb felso˝ korla´tot. Ez a korla´t aszimp-
totikusan (ha a ja´te´kosok sza´ma tart a ve´gtelenhez) szinte´n 98 -dal egyenlo˝. Gya´va
nyu´l t´ıpusu´ ja´te´kokra [9], amelyekne´l az egyik kiszoga´lo´na´l a kifizete´s no¨vekszik, a
ma´sikna´l pedig cso¨kken a haszna´lo´k sza´ma´nak no¨vekede´se´vel, sikeru¨lt bizony´ıtani,
hogy a ke´nyszer´ıte´si e´rte´k pontosan 2.
A cikk szerkezete a ko¨vetkezo˝. A ma´sodik fejezetben o¨sszefoglaljuk a szu¨kse´ges
elo˝zme´nyeket. A harmadik fejezetben meghata´rozzuk az SCE ke´nyszer´ıte´si e´r-
te´ke´nek also´ e´s felso˝ becsle´seit. A negyedik fejezetben tova´bbi kutata´si ira´nyokat
va´zolunk fel.
2. Elo˝zme´nyek
Az SCE defin´ıcio´ja´hoz szu¨kse´g van ne´ha´ny ja´te´kelme´leti jelo¨le´sre e´s defin´ı-
cio´ra. Jelo¨lje G = {S1, ..., Sn; f1, ..., fn} egy n-szeme´lyes, nem kooperat´ıv ja´te´k
norma´l forma´ja´t, ahol S1, ..., Sn a ve´ges strate´giahalmazok, f1, ..., fn pedig a kifize-
to˝fu¨ggve´nyek. A korrela´lt egyensu´lyok alapveto˝ meghata´rozo´i a ku¨lo¨nfe´le o¨szto¨nzo˝
felte´telek. Ezek egy ja´te´kosnak a ja´te´kvezeto˝ tana´csa´nak megfogada´sa´val ele´rhe-
to˝ va´rhato´ hasznossa´ga´t hasonl´ıtja´k o¨ssze azzal a va´rhato´ hasznossa´ggal, amit a
tana´cs megfogada´sa ne´lku¨l lehet ele´rni. Az o¨szto¨nzo˝ felte´telt az i ja´te´kosra fogal-
mazzuk meg, de a ko¨nnyebb jelo¨le´s miatt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem
okoz fe´lree´rte´st.Vezessu¨k be a ko¨vetkezo˝ jelo¨le´seket:
N = {1, ..., n}: a ja´te´kosok halmaza.
I = {1, ...,m}: az i ja´te´kos strate´giahalmaza, az egyes strate´gia´kat a megfelelo˝
indexszel reprezenta´ljuk.
s− az i ja´te´kos strate´gia´ja´t nem tartalmazo´ csonka strate´giaprofil.
S−: a csonka strate´giaprofilok halmaza.
(j, s−), j ∈ I, s− ∈ S−: egy teljes strate´giaprofil.
S = {(j, s−) : j ∈ I, s− ∈ S−}: a teljes strate´giaprofilok halmaza.
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f(j, s−): az i ja´te´kos kifizete´se (hasznossa´ga), ha o˝ a j strate´gia´t ja´tssza, a
to¨bbiek pedig s−-et.
p: egy valo´sz´ınu˝se´geloszla´s S-en.
p(j, s−): az a valo´sz´ınu˝se´g, amelyet p a (j, s−) strate´giaprofilhoz rendel.
2.1. Defin´ıcio´. A CE egy olyan p valo´sz´ınu˝se´geloszla´s, amely minden i (i ∈ N)
ja´te´kos esete´ben kiele´g´ıti az ala´bbi o¨szto¨nzo˝ felte´teleket∑
s−∈S−
f(j, s−)p(j, s−) ≥
∑
s−∈S−
f(k, s−)p(j, s−) minden j, k ∈ I -re.
2.2. Defin´ıcio´. A CCE egy olyan p valo´sz´ınu˝se´geloszla´s, amely minden i (i ∈ N)









f(k, s−)p(j, s−) minden k ∈ I -re.








2.3. Defin´ıcio´. Az SCE olyan p valo´sz´ınu˝se´geloszla´s, amely minden i (i ∈ N)









f(kj , s−)p(j, s−)
minden (k1, ..., km) ∈ K megengedett indexhalmazra.
Az SCE re´szletes ta´rgyala´sa megtala´lhato´ [6]-ban.
Ro¨viden foglaljunk o¨ssze ne´ha´ny tudnivalo´t az n-szeme´lyes, ke´tkiszolga´lo´s, egy-
szeru˝, torlo´da´si ja´te´kokro´l. Re´szletesen [2]-ben e´s [7]-ben olvashatunk ro´la. Egy
n-szeme´lyes, ke´tkiszolga´lo´s, egyszeru˝, torlo´da´si ja´te´kot a
”
torlo´da´si forma´val” ad-
hatunk meg legko¨nnyebben. A torlo´da´si forma ke´t a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn)
nem negat´ıv vektor, amelynek jelente´se a ko¨vetkezo˝. Ha az F1 kiszolga´lo´t va´lasz-
to´ ja´te´kosok sza´ma j, akkor mindegyiku¨k aj hasznossa´ghoz, ha az F2 kiszolga´lo´t
va´laszto´ ja´te´kosok sza´ma k, akkor mindegyiku¨k bk hasznossa´ghoz jut. La´thato´,
hogy a hasznossa´gok csak az adott kiszolga´lo´t ige´nybe vevo˝k sza´ma´to´l fu¨ggenek.
A torlo´da´si forma´hoz terme´szetes mo´don rendelheto˝ hozza´ egy n-szeme´lyes ja´te´k
(a torlo´da´si ja´te´k). Jelo¨lju¨k a ja´te´kosok halmaza´t N -el. Minden ja´te´kos strate´gia-
halmaza {F1, F2}, amelyet ro¨viden {1, 2}-vel, a kiszolga´lo´k indexeivel jelo¨lu¨nk, a
kifizete´seket pedig az a e´s b vektorokbo´l hata´rozzuk meg. Egy strate´giaprofil teha´t
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(i1, ..., in), ij ∈ {1, 2}, j ∈ N . Jelo¨lju¨k pi1,...,in -vel annak a valo´sz´ınu˝se´ge´t, hogy
a ja´te´kvezeto˝ az (i1, ..., in) strate´giaprofilt va´lasztja. Legyen tova´bba´ t azoknak a
ja´te´kosoknak a sza´ma, akik az F2, t = 0, 1, ..., n kiszolga´lo´t va´lasztotta´k, tova´bba´
legyen St azoknak a strate´giaprofiloknak a halmaza, amelyekben az F2-t va´laszto´
ja´te´kosok sza´ma t. Figyelembe ve´ve a ja´te´k szimmetria´ja´t, feltesszu¨k, hogy minden
pi1,...,in , (i1, ..., in) ∈ St valo´sz´ınu˝se´g egyenlo˝. Jelo¨lju¨k ezt pt-vel.
Ezeknek a jelo¨le´seknek a haszna´lata´val minden ja´te´kos o¨szto¨nzo˝ felte´tele a ko¨-
vetkezo˝














pt + (bn − a1)pn ≥ 0,
(1)







pt = 1 , pt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n, (2)













































t(bt − an−t+1) + (n− t)(an−t − bt+1)
)
qt ≥ 0 ,
n∑
t=0
qt = 1, qt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n .
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3. Ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si ja´te´kok
puha korrela´lt egyensu´lya´nak ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke
Ezt a ja´te´koszta´lyt a CE szempontja´bo´l Ashlagi et al. [2] vizsga´lta´k, az SCE
szempontja´bo´l pedig Forgo´ [7]. Forgo´ [7] a ke´nyszer´ıte´si e´rte´kre a 43 felso˝ korla´tot
adta meg, e´s azt a sejte´st fogalmazta meg, hogy ez a korla´t jav´ıthato´. Mint la´tni
fogjuk, ez te´nyleg ı´gy van. Az EV pontos e´rte´kei ismertek ege´szen n = 4-ig.
EV = 1 az n = 2, 3 esetben, e´s EV = 1, 007478 az n = 4-re, la´sd [7]. I´gy
a ko¨vetkezo˝kben feltehetju¨k, hogy n ≥ 5. Egy ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝,
egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si ja´te´k torlo´da´si forma´ja´t az ala´bbi ta´bla´zattal adhatjuk
meg, ahol x, y, z a hasznossa´g va´ltoza´sa´t le´ıro´ linea´ris fu¨ggve´nyek parame´terei.
F1 F2
a1 = (n− 1)x b1 = y + (n− 1)z
a2 = (n− 2)x b2 = y + (n− 2)z
... ...
at = (n− t)x bt = y + (n− t)z
... ....
an−1 = x bn−1 = y + z
an = 0 bn = y
Az a´ltala´nossa´got valamennyire se´rti, hogy a legalacsonyabb hasznossa´got 0-nak
vettu¨k, ugyanakkor az elemze´s ı´gy le´nyegesen ko¨nnyebb, mert ezzel a parame´te-
rek sza´ma´t eggyel cso¨kkentettu¨k. A mikroo¨kono´mia´ban egye´bke´nt ez egy szoka´sos
felteve´s. Feltesszu¨k tova´bba´, hogy x > 0, y > 0, z ≥ 0. Ha behelyettes´ıtju¨k a











t(n− t)(x+ z) + ty
)
qt.
Abbo´l a ce´lbo´l, hogy az x, y, z parame´terekto˝l valo´ fu¨gge´st jo´l la´thato´va´ tegyu¨k,
vezessu¨k be a ko¨vetkezo˝ jelo¨le´seket
C(n, x, y, z, t) = −
[
t(n+ 1− 2t)x+ (2t− n)y + (n− t)(2t− n+ 1)z
]
, (6)
W (n, x, y, z, t) = t(n− t)(x+ z) + ty (7)
minden t = 0, 1, ..., n, (n ≥ 5)-re. Mint azt a kora´bbiakban la´ttuk, a maxima´lisan





W (n, x, y, z, t)qt
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n∑
t=0
C(n, x, y, z, t)qt ≤ 0,
n∑
t=0
qt = 1, qt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n.
Konkretiza´lva az EV bevezete´sben megadott a´ltala´nos defin´ıcio´ja´t a ke´tkiszol-





maxt=0,1,...,nW (n, x, y, z, t)
maxq∈LP
∑n
t=0W (n, x, y, z, t)qt
,
ahol LP a P feladat lehetse´ges tartoma´nya´t jelo¨li.
Nyilva´n a max0≤t≤nW (n, x, y, z, t) folytonos maximum a sza´mla´lo´ felso˝ kor-
la´tja, ugyanakkor ba´rmely q ∈ LP -re
∑n
t=0W (n, x, y, z, t)qt a nevezo˝ also´ korla´tja.
I´gy a P minden q = (q0, q1, ..., qn) lehetse´ges megolda´sa´ra
EV ≤ sup
n,x,y,z
max0≤t≤nW (n, x, y, z, t)∑n
t=0W (n, x, y, z, t)qt
. (8)
Ugyanakkor ba´rmely n, x, y, z parame´terre
EV ≥ maxt=0,1,...,nW (n, x, y, z, t)
maxq∈LP
∑n
t=0W (n, x, y, z, t)qt
. (9)
Hasznos lesz a ko¨vetkezo˝ egyszeru˝ lemma e´s annak ke´t ko¨vetkezme´nye.
3.1. Lemma. Minden n, x, y, z, t-re e´s λ > 0-ra,
W (n, λx, λy, λz, t) = λW (n, x, y, z, t)
e´s
C(n, λx, λy, λz, t) = λ C(n, x, y, z, t).
Bizony´ıta´s. A(6) e´s (7 formula´kba valo´ behelyettes´ıte´ssel azonnal la´thato´.
⊓⊔
3.1. Ko¨vetkezme´ny. EV e´rte´ke´t nem befolya´solja a λ > 0 faktorral valo´
a´tska´la´za´s.
3.2. Ko¨vetkezme´ny. Az a´ltala´nossa´g korla´toza´sa ne´lku¨l feltehetju¨k, hogy
y = 1.
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3.1. Te´tel. A ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si ja´te´-
kok oszta´lya´n az SCE ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke EV ≤ ( 98)2 = 1, 265625.









pontban veszi fel. A 3.2. ko¨vetkezme´ny szerint feltehetju¨k, hogy y = 1. Vezessu¨k
be az r = 1x+z jelo¨le´st. Ke´t esetet ku¨lo¨nbo¨ztetu¨nk meg.
A) r ≤ n+32 . Ha n pa´ros, akkor qn2 = 1, qt = 0, t ̸= n2 a P lehetse´ges megolda´sa.
I´gy a (8) egyenlo˝tlense´g miatt
EV ≤ W (n, x, 1, z, t
∗)
W (n, x, 1, z, n2 )
.
Belyettes´ıtve (7)-be, e´s felhaszna´lva az r = 1x+z jelo¨le´st, azt kapjuk, hogy
EV ≤ W (n, x, 1, z, t
∗)




2 − ( r2 )2
)





















A jobboldal n cso¨kkeno˝ fu¨ggve´nye, e´s ı´gy, minthogy n = 6 a legkisebb pa´ros sza´m,
amely kiele´g´ıti az n ≥ 5 felte´telt,
EV ≤
1
4 (3 · 6 + 3)2
6(2 · 6 + 3) = 1, 225.
Ha n pa´ratlan, akkor a P feladat qn−1
2
= 12 , qn+12
= 12 , qt = 0, t ̸= n−12 , n+12





n(2n+ 3)− 1 .










B) r > n+32 . Vegyu¨k a C(n, x, 1, z, t) t-szerinti minimuma´t. A minimumpont
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t′ =


























> 1 . (13)
Jelo¨lje [a] az a valo´s sza´m ege´szre´sze´t. A C(n, x, 1, z, t) a t-nek konvex kvadratikus
fu¨ggve´nye. Tudjuk, hogy C(n, x, 1, z, n2 ) < 0, ı´gy C(n, x, 1, z, t
′) < 0. Mivel a
t′ a C(n, x, 1, z, t) konvex kvadratikus fu¨ggve´ny minimumpontja, eze´rt (13) miatt
[t′] > n2 , e´s ı´gy C(n, x, 1, z, [t
′]) < 0. A kvadratikus fu¨ggve´ny szimmetria´ja miatt
C(n, x, 1, z, t′ + (t′ − n2 ) < 0. Ugyanakkor (13) miatt [t′] + 1 < t′ + (t′ − n2 ), e´s ı´gy
C(n, x, 1, z, [t′] + 1) < 0.
Tekintsu¨k elo˝szo¨r azt az egyszeru˝ esetet, amikor [t′] ≤ t∗ < [t′]+1. Az ege´szre´sz
defin´ıcio´ja miatt [t′] = [t∗], e´s mivel
max
t=0,1,...,n
W (n, x, y, z, t) = max{W (n, x, 1, z, [t∗]),W (n, x, 1, z, [t∗] + 1},
e´s q[t∗] = 1, qt = 0, t ̸= [t∗], valamint q[t∗]+1 = 1, qt = 0, t ̸= [t∗] + 1 is lehetse´ges
megolda´sa P -nek, eze´rt EV = 1.
Ne´zzu¨k most azt az esetet, amikor t∗ /∈ [[t′], [t′] + 1). Bela´tjuk, hogy
EV ≤ sup
n,x,z
W (n, x, 1, z, t∗)




Azt bizony´ıtjuk, hogy a
8W (n, x, z, t∗)− 9W (n, x, z, t′) < 0 (15)
egyenlo˝tlense´g fenna´ll a parame´terek minden megengedett e´rte´ke´re, amibo˝l (14)
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(n− 1)2 < 0.
(16)
Az utolso´ ke´t tag rz-nek konvex kvadratikus fu¨ggve´nye, 0 ≤ rz < 1, eze´rt
az utolso´ ke´t tag o¨sszege nem lehet nagyobb 0-na´l. Mivel r e´s r2 egyu¨tthato´i
negat´ıvak, figyelembe ve´ve az r > n+32 felte´telt, ha a (16) fenna´ll az r =
n+3
2
helyettes´ıte´ssel e´s az utolso´ ke´t tag elhagya´sa´val, akkor a parame´terek minden
megengedett e´rte´ke´re is fenna´ll. Ezek uta´n a kijelo¨lt mu˝veletek elve´gze´se e´s egy-
szeru˝s´ıte´sek uta´n a − 94n < 0 egyenlo˝tlense´get kapjuk, ami nyilva´n fenna´ll minden
n ≥ 1-re.





, a te´tel a´ll´ıta´sa´t
bebizony´ıtottuk. ⊓⊔











3.2. Te´tel. A ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si ja´te´-
kok oszta´lya´n az SCE ke´nyszer´ıte´si e´rte´ke EV ≥ 98 = 1, 125.
Bizony´ıta´s. Tekintsu¨k minden n ≥ 5-re az x = 2n−3 , y = 1, z = 0 parame´terek-
kel megadott ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris torlo´da´si ja´te´kokat
(vagy ezzel ekvivalensen r = n−32 , y = 1, z = 0). Tegyu¨k fel, hogy n pa´ratlan e´s√
n+ 1 ege´sz. Nevezzu¨k ezeket megengedheto˝ n-eknek. A legkisebb megenged-
heto˝ n = 15. A (9) egyenlo˝tlense´gben szereplo˝ to¨rt sza´mla´lo´ja meghata´roza´sa´nak
e´rdeke´ben a W (n, x, y, z, t) fu¨ggve´ny t-szerinti maximuma´t kell vennu¨nk a [0, n]





vagy ege´sz, vagy ke´t szomsze´dos ege´sz sza´mtani a´tlaga. Az elso˝ esetben a folytonos
e´s ege´sz e´rte´ku˝ maximumpontok egybeesnek. A ma´sodik esetben, mivel ro¨gz´ıtett
n, x, y, z-re a W a t va´ltozo´nak konka´v kvadratikus fu¨ggve´nye, a W ege´sze´rte´ku˝
maximumpontjai a t∗ ege´sze´rte´ku˝ szomsze´dai. Az egyik t∗ − 12 = 3n−54 . I´gy a W
ege´sze´rte´ku˝ maximuma
9(n− 1)2
8(n− 3) , ha t
∗ ege´sz,
(3n− 5)(3n− 1)
8(n− 3) , ha t
∗ nem ege´sz.
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A (9) egyenlo˝tlense´gben szereplo˝ to¨rt nevezo˝je´nek meghata´roza´sa ce´lja´bo´l emle´kez-
tetu¨nk arra, hogy C(n, x, y, z, t) a t va´ltozo´ konvex kvadratikus fu¨ggve´nye n, x, y, z
ro¨gz´ıtett e´rte´keire. Hata´rozzuk meg a
C(n, x, y, z, t) = C(n,
2
n− 3 , 1, 0, t) = 0






n− 1 +√n+ 1
2
.





q′t2 = 1, qt = 0, t ̸= t2 a P feladat optima´lis megolda´sa. A lehetse´gesse´gro˝l egysze-





2 − 5n+ (n− 1)√n+ 1 + 1) .
A P egy linea´ris programoza´si feladat, amelynek a dua´lja a ko¨vetkezo˝ LP
D : min v
v ≥ −C(n, 2
n− 3 , 1, 0, t)u+W (n,
2
n− 3 , 1, 0, t) minden t = 0, 1, ..., n-re,
u ≥ 0.











2 − 5n+ (n− 1)√n+ 1 + 1)
a D lehetse´ges megolda´sa, a v va´ltozo´ e´rte´ke egyu´ttal a ce´lfu¨ggve´nye´rte´k is. Mivel
v =W (t2), a linea´ris programoza´s gyenge dualita´si te´tele e´rtelme´ben




W (n, x, y, z, t)qt.










2n2 − 5n+ (n− 1)√n+ 1 + 1 , ha t
∗ ege´sz,












2n2 − 5n+ (n− 1)√n+ 1 + 1 , ha t
∗ nem ege´sz.
Mindke´t esetben az egyenlo˝tlense´g jobb oldala n-nek monoton no¨vekvo˝ fu¨ggve´nye,
e´s 98 -hoz tart, ha n→∞, amibo˝l a te´tel a´ll´ıta´sa ko¨vetkezik. ⊓⊔
A 3.1. e´s 3.2. te´telekbo˝l ko¨vetkezik a
3.3. Ko¨vetkezme´ny. A ke´tkiszolga´lo´s, nem no¨vekvo˝, egyszeru˝, linea´ris tor-







A tova´bbi kutata´sok sokfe´le ira´nyban mehetnek. Ne´ha´ny leheto˝se´g:
- Meg kellene hata´rozni EV pontos e´rte´ke´t. Szimula´cio´s vizsga´latok azt a
sejte´st ta´mogatja´k, hogy EV = 98 .
- Ma´sfe´le ta´rsadalmi hasznossa´ggal is dolgozhatunk (mint pe´lda´ul az egalita´-
rius).
- Meg lehet vizsga´lni, hogy milyen hata´sa van, ha hasznossa´gok helyett ko¨lt-
se´gekkel sza´molunk.
- Mi a helyzet, ha to¨bb mint ke´t kiszolga´lo´ van?
- Hogyan lehet kiterjeszteni az elemze´st nem egyszeru˝ torlo´da´si ja´te´kokra?
- Milyen a puha korrela´lt egyensu´ly teljes´ıtme´nye, ha azt nem a legrosszabb
esetre, hanem az a´tlagos esetre vizsga´ljuk?
Tova´bbi konkre´t alkalmaza´sok kutata´sa, ahol a puha korrela´lt egyensu´ly no¨-
velni tudja a ta´rsadalmi hasznossa´got, szinte´n sze´p feladat.
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
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ON THE ENFORCEMENT VALUE OF SOFT CORRELATED EQUILIBRIUM FOR
TWO-FACILITY, NON-INCREASING, SIMPLE LINEAR CONGESTION GAMES
Ferenc Forgo´
Lower and upper bounds for the enforcement value (Ashlagi I, Monderer D and Tennenholz
M (2008) Journal of Artificial Intelligence 33:575-613) of soft correlated equilibrium (Forgo´
F (2010) Mathematical Social Sciences 60:186-190) are given for the class of two-facility,
non-increasing, simple linear congestion games. The lower and upper bounds are 1.125 and
1.265625, respectively. The upper bound is significantly better than the previously known 1.333.
Keywords: correlated equilibrium, enforcement value, congestion game
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TAGKILE´PE´SEK E´S A MAGYAR BEFOLYA´S VA´LTOZA´SA
AZ EURO´PAI UNIO´ TANA´CSA´BAN
PETRO´CZY DO´RA GRE´TA, ROGERS MARK FRANCIS, KO´CZY A´. LA´SZLO´
Az Egyesu¨lt Kira´lysa´got ko¨veto˝en to¨bb unio´s orsza´gban is felmeru¨lt az
Euro´pai Unio´bo´l valo´ kile´pe´s gondolata. Cikku¨nkben megvizsga´ltuk, hogy ha
valamely orsza´g kile´pne, hogyan va´ltozna´nak az ero˝viszonyok a bennmarado´k
ko¨zo¨tt. A kile´pe´sek lehetse´ges hata´saibo´l egyetlen vonatkoza´st elemeztu¨nk:
az egyes tagorsza´gok, ku¨lo¨no¨sen Magyarorsza´g befolya´sa´nak va´ltoza´sa´t az
Euro´pai Unio´ Tana´csa´ban. Minden orsza´g kile´pe´se´re ugyanazt a minta´za-
tot tala´ltuk, szoros o¨sszefu¨gge´s van a ne´pesse´gsza´m e´s a do¨nte´si befolya´s
va´ltoza´sa ko¨zo¨tt, a kis orsza´gok hatalma no˝tt a legnagyobb me´rte´kben.
1. Bevezete´s
Az Egyesu¨lt Kira´lysa´g Euro´pai Unio´bo´l valo´ kile´pe´se (az u´gynevezett Brexit)
va´ratlan fordulat az euro´pai integra´cio´s folyamatban. A le´pe´s meglepo˝, kora´bban
egyetlen o¨na´llo´ orsza´g sem kezdeme´nyezte a kile´pe´st. Azo´ta szo´ba keru¨lt a go¨ro¨g
(Grexit), a francia (Frexit) e´s a cseh (Czexit) kile´pe´s leheto˝se´ge is [21].
Ba´r egy lehetse´ges kile´pe´snek sza´mos politikai e´s gazdasa´gi hata´sa van, cikku¨nk-
ben egyetlen ne´zo˝pontot vizsga´lunk meg, nevezetesen, hogy hogyan va´ltoznak a
kile´pe´sek hata´sa´ra az ero˝viszonyok az Euro´pai Unio´ Tana´csa´ban.
Az Euro´pai Unio´ Tana´csa, vagy ismertebb neve´n a Miniszterek Tana´csa az
Euro´pai Parlamenttel egyu¨tt az Unio´ egyik fo˝ do¨nte´shozo´ szervezete, to¨bbek ko¨-
zo¨tt az unio´s ko¨ltse´gvete´s elfogada´sa´e´rt is felelo˝s. A Tana´csban az unio´s orsza´gok
miniszterei u¨le´seznek. Minden orsza´gnak egyetlen ke´pviselo˝je van, az orsza´gok
ko¨zo¨tti me´retku¨lo¨nbse´g a lakossa´ggal su´lyozott mino˝s´ıtett to¨bbse´gi szavaza´si elja´-
ra´sban jelenik meg.
A Lisszaboni Egyezme´ny a do¨nte´shozatalt a ta´mogato´ orsza´gok sza´ma´hoz,
illetve lakossa´ga´hoz ko¨ti [4]. Egy javaslat akkor le´p e´rve´nybe, ha
1. a taga´llamok legala´bb 55%-a ta´mogatja (taga´llam kvo´ta);
2. akik az EU a´llampolga´rainak legala´bb 65%-a´t ke´pviselik (lakossa´g-kvo´ta).
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A mino˝s´ıtett to¨bbse´gi szavaza´s jelento˝se´ge´t mutatja, hogy az interneten ele´rheto˝ e´s
mobilapplika´cio´ke´nt is leto¨ltheto˝ egy hivatalos, az EU a´ltal kiadott szavazatsza´m-
la´lo´ program [7]. A su´lyok ilyen mo´don to¨rte´no˝ kialak´ıta´sa leheto˝ve´ teszi, hogy
elo˝re meg tudjuk mondani, hogyan alakulnak a szavaza´si ero˝viszonyok, ha egy or-
sza´g kile´p az Euro´pai Unio´bo´l. Sza´mos tanulma´ny bizony´ıtotta az a priori hatalmi
befolya´s szerepe´t a ve´gleges do¨nte´shozatalra [10, 12]. Warntjen [30] empirikusan
is bela´tta, hogy ero˝s pozit´ıv kapcsolat van az unio´s jogalkota´sban a va´ltoztata´si
javaslatot benyu´jto´ orsza´g szavazati ereje e´s a szavaza´s sikeresse´ge ko¨zo¨tt. E´ppen
eze´rt fontos megvizsga´lni, mekkora befolya´ssal rendelkeznek az egyes orsza´gok az
Euro´pai Unio´ Tana´csa´ban.
A cikkben ke´t sze´les ko¨rben haszna´lt [12, 14, 17, 19, 31] hatalmi me´rte´k, a
Shapley–Shubik-index [26] e´s a Banzhaf-index [1, 3] seg´ıtse´ge´vel vizsga´ljuk a tagok
befolya´sa´t a lehetse´ges kile´po˝vel egyu¨tt, illetve ne´lku¨le. Figyelembe vesszu¨k, hogy
egy orsza´g kile´pe´se´vel a befizete´se is elveszik, a sza´mı´tott hatalmi indexeket a
befizete´s cso¨kkene´se´vel ara´nyosan korriga´ljuk. Minden orsza´g kile´pe´se´re ugyanazt
a minta´zatot tala´ljuk: szoros o¨sszefu¨gge´s van a ne´pesse´gsza´m e´s a do¨nte´si befolya´s
va´ltoza´sa ko¨zo¨tt. A kis orsza´gok hatalmi indexe no¨vekszik a legnagyobb me´rte´kben.
Ezek az eredme´nyek ellente´tesek azzal, amit Ko´czy [18, 19] tala´lt a brit kile´pe´ssel
kapcsolatban. Mega´llap´ıtjuk, hogy egy kile´pe´s a nagy orsza´gok sza´ma´ra akkor
kedvezo˝, ha a taga´llam kvo´ta cso¨kken, mı´g a kis orsza´gok hatalmi indexe´t akkor
no¨veli, ha nem va´ltozik a korla´t.
A 2. fejezetben ismertetju¨k a felhaszna´lt hatalmi indexet e´s a sza´mı´ta´si mo´dsze-
ru¨nket. A 3. fejezet tartalmazza az eredme´nyeinket. I´ra´sunkat ro¨vid o¨sszefoglala´s
za´rja.
2. Mo´dszertan
A szavaza´si helyzeteket kezelhetju¨k egyszeru˝ a´truha´zhato´ hasznossa´gu´ koope-
rat´ıv ja´te´kke´nt, ahol a ja´te´kosok a szavazo´k, egy koal´ıcio´ e´rte´ke egy, ha tagjai
elegendo˝en vannak egy ke´rde´s megszavaza´sa´hoz, minden ma´s esetben pedig nulla.
Az egyes ja´te´kosok befolya´sa´t hatalmi me´rte´kkel vagy hatalmi index szel me´rju¨k.
Felsenthal e´s Machover [11, 13] ke´tfe´le megko¨zel´ıte´st ku¨lo¨n´ıtett el a szavaza´si
ero˝ a priori me´re´se´ben, az I-hatalmat e´s a P-hatalmat. Az elso˝ a befolya´sra kon-
centra´l, azt me´rju¨k, mekkora a szavazo´ lehetse´ges hata´sa a meghozott do¨nte´sekre.
Ez a jobb megko¨zel´ıte´s, ha azt vizsga´ljuk, hogy ku¨lo¨nbo¨zo˝ do¨nte´si helyzetekben
milyen ese´llyel tudunk egy do¨nte´st ele´rni, pe´lda´ul, hogy szigor´ıtsuk a tagorsza´-
gok gazda´lkoda´sa´ro´l szo´lo´ szaba´lyokat. A ma´sodik e´rtelmeze´s szerint a ja´te´kosok
a szavaza´ssal egyfajta d´ıjhoz jutnak hozza´, a hatalmi index azt me´ri, mekkora a
ja´te´kos va´rhato´ re´szesede´se a jutalombo´l. Itt a do¨nte´si ke´pesse´get teljesen figyel-
men k´ıvu¨l hagyjuk: ha a szavaza´s eredme´nytelen, a d´ıj nem keru¨l kioszta´sra. Ez a
ce´lszeru˝bb megko¨zel´ıte´s, ha azt szeretne´nk me´rni, mekkora szeletet kaphatunk egy
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ko¨ltse´gvete´sbo˝l, viszont alkalmatlan ku¨lo¨nbo¨zo˝ szavaza´si helyzetek o¨sszehasonl´ıta´-
sa´ra. A szavaza´si ja´te´kok legelterjedtebb hatalmi me´rte´kei a Banzhaf-me´rte´k e´s a
Shapley–Shubik-index, az elso˝ az I-hatalom, mı´g a ma´sodik a P-hatalom me´ro˝sza´-
ma [13, 29].
Cikku¨nkben azt vizsga´ljuk, hogy az egyes orsza´gok mekkora befolya´ssal b´ırnak
az Euro´pai Unio´ ko¨ltse´gvete´se´nek eloszta´sa´ra, ı´gy a ma´sodik, P-hatalom megko¨ze-
l´ıte´st ko¨vetju¨k, eze´rt elso˝sorban a Shapley–Shubik-indexet haszna´ljuk. Ugyanak-
kor, ahogy la´tni fogjuk, a Banzhaf-me´rte´k normaliza´lt va´ltozata, a Banzhaf-index
is hasonlo´ eredme´nyekre vezet. A ke´t index ko¨zti ku¨lo¨nbse´get legjobban Straffin
[28] valo´sz´ınu˝se´gi modellje fogja meg: a Shapley–Shubik-index homoge´n, az (ab-
szolu´t) Banzhaf-index fu¨ggetlen ta´mogata´si hajlamot felte´telez.
A Shapley–Shubik-index [26] tulajdonke´ppen a Shapley-e´rte´k [25] alkalmaza´-
sa szavaza´si ja´te´kokra. A Shapley-e´rte´k (magyar nyelven la´sd Cso´ka [5], Ko´czy
[16, 19], Ko´czy e´s Pinte´r [20], Pinte´r [23, 24], Solymosi [27]) a kooperat´ıv ja´-
te´kelme´let egyik legelterjedtebb megolda´sfogalma. Minden ja´te´koshoz az egyes
koal´ıcio´khoz valo´ egye´ni hozza´ja´rula´sainak a´tlaga´t rendeli.








S ∪ {i} )− v(S)) ,
ahol s = |S| az S koal´ıcio´ tagjainak sza´ma´t jelo¨li, N a ja´te´kosok halmaza,
n = |N | a ja´te´kosok sza´ma, e´s v a karakterisztikus fu¨ggve´ny, ami megadja a
koal´ıcio´k (0 vagy 1) e´rte´ke´t.
Egy ma´sik megko¨zel´ıte´st ke´pvisel a Banzhaf-index, amely a ja´te´kosok normali-
za´lt Banzhaf-e´rte´ke [1, 22]. Azt vizsga´lja, milyen valo´sz´ınu˝se´ggel befolya´solja egy
ja´te´kos a szavaza´s kimenetele´t [3]. A szavazo´ kritikus, ha kiva´la´sa´val a kora´bban
nyertes koal´ıcio´ ma´r vesz´ıt.







S ∪ {i} )− v(S)) = ηi(v)
2n−1
,
ahol ηi(v) az i ja´te´kos Banzhaf-fe´le pontsza´ma, azaz azon koal´ıcio´k sza´ma, ahol
i kritikus szavazo´.
A szavaza´si ero˝ me´re´se´re a normaliza´lt e´rte´ke´t szokta´k haszna´lni.





Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
68 PETRO´CZY DO´RA GRE´TA, ROGERS MARK FRANCIS, KO´CZY A´. LA´SZLO´
A hatalmi indexek sza´mı´ta´sa´t ke´t pe´lda´val szeretne´nk megvila´g´ıtani.
2.1. Pe´lda. Legyen adott ha´rom ja´te´kos, A, B e´s C, akiknek rendre 8, 6 e´s 4
su´lyuk van egy szavaza´si helyzetben. Egy javaslatot akkor fogadnak el, ha az azzal
egyete´rto˝k o¨sszsu´lya legala´bb 12. Szavazni csak igennel vagy nemmel lehet.
A Shapley-e´rte´k kisza´mı´ta´sa´hoz azt kell megne´znu¨nk, hogy egy adott ja´te´kos
az egyes koal´ıcio´k e´rte´ke´hez mennyivel ja´rul hozza´. Ke´pzelju¨k el, hogy a ha´rom
ja´te´kos ve´letlenszeru˝ sorrendben le´p be egy szoba´ba, ahol az egyu¨ttmu˝ko¨de´si meg-
besze´le´sek zajlanak. Egy ja´te´kost akkor nevezu¨nk pivotnak, ha bele´pe´se elo˝tt
nem, bele´pe´se´vel viszont ma´r ele´rik a szoba´ban tartozkodo´k a szavaza´si ku¨szo¨bo¨t.
A pivot ja´te´kos hata´r-hozza´ja´rula´sa 1, a to¨bbieke´ 0.
Ha´rom ja´te´kos esete´n a csatlakoza´si sorrendek sza´ma 3!, azaz 6. Az 1. ta´bla´zat
bemutatja, hogy az egyes sorrendek esete´n ki lesz a pivot ja´te´kos. Pe´lda´ul az
A-B-C sorrend esete´n a 12-es ku¨szo¨bo¨t akkor e´rik el, amikor A uta´n B is bele´p a
szoba´ba. Ne´gy esetben A a pivot ja´te´kos, mı´g egy-egy esetben B e´s C. Teha´t az
A ja´te´kos Shapley-e´rte´ke 2/3, mı´g B e´s C ja´te´kosoke´ 1/6. A Shapley-e´rte´k szerint
B e´s C ja´te´kosnak, ba´r ku¨lo¨nbo¨zo˝ a su´lya, valo´s szavaza´si befolya´sa egyforma.
Ha az A ja´te´kos megszavazza ke´rde´st, akkor mindegy, hogy B vagy C csatlakozik
hozza´. Amennyiben A nem szavazza meg, akkor a ma´sik ke´t ja´te´kos egyu¨ttesen
sem ke´pes erre.
Lehetse´ges csatlakoza´si sorrendek
Ja´te´kos A-B-C A-C-B B-A-C B-C-A C-A-B C-B-A
A 0 0 1 1 1 1
B 1 0 0 0 0 0
C 0 1 0 0 0 0
1. ta´bla´zat. Hata´r-hozza´ja´rula´sok a 2.1. pe´lda´ban.
A Banzhaf-index kisza´mı´ta´sa´hoz a kritikus ja´te´kost kell meghata´roznunk. Eh-
hez elo˝szo¨r a nyertes koal´ıcio´kat kell megvizsga´lnunk, ezek azok a koal´ıcio´k, ame-
lyek ele´rik a szavaza´si ku¨szo¨bo¨t. A kritikus ja´te´kos az, aki kile´pe´se´vel egy gyo˝ztes
koal´ıcio´t vesztesse´ va´ltoztat. A 2. ta´bla´zat tartalmazza a gyo˝ztes koal´ıcio´kat e´s a
kritikus ja´te´kosokat. A nagykoal´ıcio´ esete´n csak A ja´te´kos kritikus, B-nek e´s C-nek
egyu¨tt sincs meg a kello˝ su´lya. A ke´ttagu´ gyo˝ztes koal´ıcio´kbo´l azonban ba´rki le´p
ki, vesz´ıtenek. Teha´t o¨sszesen o¨t esetben kritikus valamelyik ja´te´kos, az A ha´rom-
szor, B e´s C pedig egyszer-egyszer. I´gy A Banzhaf-indexe 3/5, B e´s C indexe 1/5.
A Banzhaf-index seg´ıtse´ge´vel is megkaptuk, hogy B e´s C ja´te´kosok szerepe azonos.
Azonban a Shapley–Shubik e´s a Banzhaf-indexek e´rte´ke nem egyezik meg.
A Shapley–Shubik e´s a Banzhaf-e´rte´k ko¨zo¨tti hasonlo´sa´got szemle´lteti a 3. e´s
4. ta´bla´zat. O¨sszesen ha´romfe´le koal´ıcio´ van, amely megnyerheti a szavaza´st.
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Nyertes koal´ıcio´k
Ja´te´kos ABC AB AC
A 1 1 1
B 0 1 0
C 0 0 1
2. ta´bla´zat. Kritikus ja´te´kosok a 2.1. pe´lda´ban.
A ta´bla´zatokban szerepeltettu¨k az egyes koal´ıcio´khoz tartozo´ pivot, illetve kri-
tikus ja´te´kosokat a megfelelo˝ su´lyokkal. Pe´lda´ul az ABC koal´ıcio´ban A ja´te´kos
ke´t esetben pivot, ha a sorrend BCA, illetve CBA, eze´rt su´lya 1/3. A Banzhaf-
fe´le megko¨zel´ıte´sben azonban nem sza´mı´t a sorrend, eze´rt a su´lya 1/23−1 = 1/4.
La´thato´, hogy a pivot e´s kritikus ja´te´kosok megegyeznek, azonban a Shapley-fe´le
megko¨zel´ıte´s a nagyobb koal´ıcio´khoz nagyobb su´lyt rendel. Az egyes ja´te´kosok
megfelelo˝ e´rte´kei a soro¨sszegek. Teha´t A ja´te´kos Banzhaf-e´rte´ke 3/4, B e´s C ja´te´-
kose´ 1/4. Ezeket normaliza´lva kapjuk meg a Banzhaf-indexu¨ket.
Nyertes koal´ıcio´k
Ja´te´kos ABC AB AC
A 1/3 1/6 1/6
B 0 1/6 0
C 0 0 1/6
3. ta´bla´zat. Shapley–Shubik-indexek a 2.1. pe´lda´ban.
Nyertes koal´ıcio´k
Ja´te´kos ABC AB AC
A 1/4 1/4 1/4
B 0 1/4 0
C 0 0 1/4
4. ta´bla´zat. Banzhaf-e´rte´kek a 2.1. pe´lda´ban.
2.2. Pe´lda. Az Euro´pai Unio´ elo˝dje´ben, az Euro´pai Gazdasa´gi Ko¨zo¨sse´gben
a hat alap´ıto´ orsza´g ma´r alkalmazta a su´lyozott mino˝s´ıtett to¨bbse´gi szavaza´st. A
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nagyok (Franciaorsza´g, Ne´metorsza´g, Olaszorsza´g) su´lya 4, a ko¨zepeseke´ (Belgium,
Hollandia) 2, a legkisebb taga´llame´ (Luxemburg) 1 volt. A do¨nte´si ku¨szo¨b 12.
Taga´llam Su´ly S-S index (%) Banzhaf index (%)
Franciaorsza´g 4 23,33 23,80
Ne´metorsza´g 4 23,33 23,80
Olaszorsza´g 4 23,33 23,80
Belgium 2 15,00 14,29
Hollandia 2 15,00 14,29
Luxemburg 1 0 0
5. ta´bla´zat. Do¨nte´shoza´s az 1958-as Miniszterek Tana´csa´ban [15].
A 5. ta´bla´zat tartalmazza a taga´llamok su´lya´t, Shapley–Shubik (itt, e´s a tova´b-
biakban S-S) e´s Banzhaf-indexeit. La´thato´, hogy Luxemburg befolya´sa mindke´t
hatalmi me´rte´k szerint nulla, hiszen nincs olyan helyzet, amikor egy do¨nte´s rajta
mu´lna.
Ko¨ltse´gvete´sre leford´ıtva, a Shapley–Shubik e´s Banzhaf-hatalmi indexek meg-
mutatja´k egy orsza´g befolya´sa´t egy euro´ elko¨lte´se´re. Figyelembe kell azonban
vennu¨nk, hogy a kile´po˝ orsza´g befizete´se is elveszik. I´gy a szavaza´ssal feloszthato´
d´ıj, a ko¨ltse´gvete´s cso¨kken. Eze´rt kiigaz´ıtottuk a hatalmi me´rte´keket az ala´bbi
ha´nyadossal:
eredeti ko¨ltse´gvete´s – kile´po˝ befizete´se
eredeti ko¨ltse´gvete´s
.
Terme´szetesen a kiigaz´ıtott hatalmi indexek o¨sszege ma´r nem 1, hanem a
kiigaz´ıta´si ha´nyados, de ı´gy is kifejez egyfajta me´lta´nyos pe´nzu¨gyi re´szesede´st.
A kiigaz´ıtott indexek haszna´lata´t a 2.2. pe´lda´n keresztu¨l ismertetju¨k. Az EGK
ko¨ltse´gvete´se´hez Franciaorsza´g, Ne´metorsza´g e´s Olaszorsza´g 28%-kal, Belgium e´s
Hollandia 7,9%-kal, Luxemburg pedig 0,2 %-kal ja´rult hozza´ [6]. Luxemburg ki-
le´pe´se´vel, ha a szavaza´si ku¨szo¨b tova´bbra is 12 marad, a bennmarado´ orsza´gok
Shapley–Shubik-indexe nem va´ltozik. Viszont Luxemburg befizete´se´vel cso¨kken
a ko¨ltse´gvete´s, eze´rt a kiigaz´ıtott Shapley–Shubik-indexek kisebbek lesznek, a ki-
igaz´ıta´si ara´nysza´m 0,998. A kile´pe´s okozta befolya´sva´ltoza´s megegyezik ezzel az
e´rte´kkel. Mivel a kile´po˝ Luxemburgnak nem volt hata´sa a szavaza´sra, Banzhaf-
indexszel is pontosan ugyanezt az eredme´nyt kapna´nk, a re´sztvevo˝k ereje 0,2%-kal
cso¨kken.
La´tva´nyosabb a va´ltoza´s, ha egy nagy orsza´g, pe´lda´ul Franciaorsza´g le´p ki.
Mivel ebben az esetben a bennmarado´k o¨sszsu´lya 13-ra cso¨kken, nem valo´sz´ı-
nu˝, hogy tova´bbra is 12 maradna a ku¨szo¨b. Az eredeti kvo´ta ko¨ru¨lbelu¨l 70%-os
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)








Franciaorsza´g 23,33 23,33 23,25
Ne´metorsza´g 23,33 23,33 23,25
Olaszorsza´g 23,33 23,33 23,25
Belgium 15,00 15,00 14,97
Hollandia 15,00 15,00 14,97
6. ta´bla´zat. Luxemburg kile´pe´se´nek hata´sa az 1958-as Miniszterek Tana´csa´bo´l
(2.2. pe´lda), Shapley–Shubik-index.
volt, ezen logika mente´n haladva az u´j ku¨szo¨bnek 9-et va´lasztottuk. Franciaor-
sza´g kile´pe´se´vel a ko¨ltse´gvete´s 28%-kal cso¨kken, eze´rt a kiigaz´ıta´si ara´nysza´m 0,72.
A 7. ta´bla´zatban a Shapley–Shubik-index, a 8. ta´bla´zatban a Banzhaf-index hasz-
na´lata´val kapott eredme´nyeink la´thato´k. A kile´pe´s egyetlen nyertese Luxemburg,








Ne´metorsza´g 23,33 30,00 21,60
Olaszorsza´g 23,33 30,00 21,60
Belgium 15,00 13,33 9,60
Hollandia 15,00 13,33 9,60
Luxemburg 0 13,33 9,60
7. ta´bla´zat. Franciaorsza´g kile´pe´se´nek hata´sa az 1958-as Miniszterek Tana´csa´bo´l
(2.2. pe´lda), Shapley–Shubik-index.
3. Eredme´nyek
A fejezetben ismertetju¨k az eredme´nyeinket. A hatalmi va´ltoza´sokat a kiigaz´ı-
tott indexeknek a kile´pe´s elo˝tti indexekhez viszony´ıtott sza´zale´kos ara´nya´val me´r-
ju¨k. A sza´mı´ta´sokhoz szu¨kse´ges, 2015-re vonatkozo´ lakossa´gadatokat az Eurostat
adatba´zisa´bo´l vettu¨k [9]. A ko¨ltse´gvete´si adatokat az Euro´pai Parlament honlap-
ja´ro´l to¨lto¨ttu¨k le [8]. A sza´mı´ta´sok elve´gze´se´hez IOP–Indices of Power programot
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Ne´metorsza´g 23,80 30,43 21,91
Olaszorsza´g 23,80 30,43 21,91
Belgium 14,29 13,04 9,39
Hollandia 14,29 13,04 9,39
Luxemburg 0 13,04 9,39
8. ta´bla´zat. Franciaorsza´g kile´pe´se´nek hata´sa az 1958-as Miniszterek Tana´csa´bo´l
(2.2. pe´lda), Banzhaf-index.
haszna´ltuk [2]. Mivel az IOP program nem ke´pes nagy sza´mokat kezelni, eze´rt a
sza´mola´shoz a lakossa´gadatokat sza´zezres nagysa´grendben adtuk meg. A felhasz-





























































1. a´bra. Csehorsza´g kile´pe´se´nek (Czexit) hata´sa,
kiigaz´ıtott Shapley–Shubik-index.
Az egyes orsza´gok hatalmi befolya´sa´nak va´ltoza´sa´t Csehorsza´g pe´lda´ja´n ke-
resztu¨l mutatjuk be: az 1. a´bra´n a kiigaz´ıtott Shapley–Shubik-indexszel sza´molva,
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a 2. a´bra´n pedig kiigaz´ıtott Banzhaf-indexszel (az orsza´gok neve´nek ke´tbetu˝s ro¨-































































2. a´bra. Csehorsza´g kile´pe´se´nek (Czexit) hata´sa,
kiigaz´ıtott Banzhaf-index.
Az a´bra´k v´ızszintes tengelye´n a logaritmikus ska´la´n me´rt lakossa´g, mı´g fu¨ggo˝le-
ges tengelye´n a befolya´s va´ltoza´sa la´thato´. A kiigaz´ıta´s szerepe, hogy a ko¨ltse´gve-
te´s cso¨kkene´se´nek me´rte´ke´vel ara´nyosan cso¨kkenti a befolya´sva´ltoza´sokat. Ahogy a
ke´t a´bra´n la´thato´, az alacsony ne´pesse´gu˝ orsza´gok ja´rnak jo´l, e´s ez nem csak a cseh,
hanem ba´rmely ma´s kile´pe´sre is igaznak bizonyult. A ku¨lo¨nbo¨zo˝ indexszekkel me´r-
ve azonban ma´s-ma´s me´rte´ku˝ befolya´sva´ltoza´st kapunk. A sorrend csak ne´ha´ny
orsza´g esete´n te´r el. A kiigaz´ıtott Shapley–Shubik-indexszel sza´molva Lengyelor-
sza´g hatalma cso¨kken a legnagyobb me´rte´kben, mı´g a kiigaz´ıtott Banzhaf-indexszel
ne´zve azt kapjuk, hogy Ne´metorsza´gnak a´rt leginka´bb a cseh kile´pe´s.
A tova´bbiakban a P-hatalom megko¨zel´ıte´snek jobban megfelelo˝ Shapley–Shubik-
indexre korla´tozzuk vizsga´latainkat. Ko´czy [18, 19] szinte´n a kiigaz´ıtott Shapley–
Shubik-indexet haszna´lta me´ro˝eszko¨znek. A Brexittel kapcsolatban e´ppen ellente´-
tes hata´st tala´lt: a nagy orsza´gok hatalma no˝tt. Azt, hogy kis vagy nagy orsza´gok
ja´rnak jo´l, a kiigaz´ıta´s nem befolya´solja, a Shapley–Shubik-indexek va´ltoza´sa ha-
ta´rozza meg.
Az elte´ro˝ eredme´nyek magyara´zata, hogy a Brexittel szemben a ko¨vetkezo˝ kile´-
pe´s nem va´ltoztatja meg a szavaza´s taga´llam korla´tja´t. A brit kile´pe´s uta´n 27 tag-
a´llam maradt az EU-ban. Ebben az esetben legala´bb 15 taga´llam egyete´rte´se´re
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van szu¨kse´g, hogy egy ke´rde´s elfogada´sra keru¨lhessen. Egy u´jabb kile´pe´s uta´n ma´r
csak 26 taga´llam marad, viszont ebben az esetben is kell 15 taga´llam egyete´rte´se.
Azaz, a lakossa´g korla´t cso¨kken, a taga´llam korla´t nem va´ltozik. Ez pedig a kis
orsza´goknak kedvez, melyek lakossa´ggal alig rendelkeznek, ı´gy ebbo˝l a szempont-
bo´l nem tudnak le´nyegesen hozza´ja´rulni egy koal´ıcio´hoz, viszont a taga´llam korla´t
ele´re´se´ben teljes e´rte´ku˝nek sza´mı´tanak. To¨bb olyan koal´ıcio´ lesz, melyek ele´rik a
lecso¨kkent lakossa´gi korla´tot, viszont e´ppen egy szavazat hia´nyzik nekik a taga´llam
korla´thoz. Ha egy ilyen koal´ıcio´hoz csatlakozik egy kis orsza´g, akkor vele egyu¨tt
ma´r do¨nte´ske´pesek, ı´gy hata´r-hozza´ja´rula´sa 1 lesz. Mivel cso¨kkent lakossa´gi kor-
la´ttal to¨bb ilyen leheto˝se´g van, a kis orsza´gok Shapley-e´rte´ke, azaz befolya´suk no˝.
A Brexit esete´n viszont va´ltozott a taga´llam korla´t is, ı´gy abban a forgato´ko¨nyv-
ben inka´bb a nagy orsza´gok ja´rtak jobban. Ez az eredme´ny fu¨ggetlen a kile´po˝
orsza´g ko¨ltse´gvete´si hozza´ja´rula´sa´to´l.
Ma´lta e´s Luxemburg, a ke´t legkisebb orsza´g befolya´sa ba´rmelyik taga´llam kile´-
pe´se esete´n no˝. A ko¨vetkezo˝ he´t kisebb orsza´g: Ciprus, E´sztorsza´g, Horva´torsza´g,
I´rorsza´g, Litva´nia, Lettorsza´g e´s Szlove´nia befolya´sa csak Ne´metorsza´g kile´pe´-
se esete´n cso¨kken. Magyarorsza´g ebbo˝l a szempontbo´l a ko¨zepes me´retu˝ orsza´-
gokhoz tartozik, melyek befolya´sa nagy orsza´gok kile´pe´se esete´n cso¨kken, ba´r-
mely ma´s esetben no˝, de csak cseke´ly me´rte´kben. Ilyen ko¨zepes me´retu˝ orsza´g
me´g: Ausztria, Belgium, Bulga´ria, Da´nia, Finnorsza´g, Go¨ro¨gorsza´g, Hollandia,













































3. a´bra. EU-taga´llamok kile´pe´se´nek hata´sa,
kiigaz´ıtott Shapley–Shubik-index.
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Portuga´lia, Sve´dorsza´g e´s Szlova´kia. Roma´nia e´s Lengyelorsza´g hatalma margina´-
lis me´rte´kben va´ltozik.
A ne´gy igaza´n nagy orsza´g, Franciaorsza´g, Ne´metorsza´g, Olaszorsza´g e´s
Spanyolorsza´g befolya´sa csak akkor nem cso¨kken, ha valamelyiko˝ju¨k, vagy ha
Lengyelorsza´g le´p ki. Lengyelorsza´g helyzete saja´tos, ahogy a ko¨vetkezo˝ 3. a´bra´ro´l
is kideru¨l. Ko¨zepes me´retu˝ orsza´gnak tu´l nagy, de az eml´ıtett nagy a´llamokna´l
kisebb.
A 3. a´bra´n la´thato´, hogy az egyes orsza´gok kile´pe´se´vel ha´ny bennmarado´ tag-
a´llam befolya´sa no˝ne, e´s ezeknek mekkora az o¨sszlakossa´guk. Pe´lda´ul a magyar
kile´pe´ssel 21 orsza´g ja´rna jo´l, lakossa´guk azonban csak 141 millio´ fo˝. Az Egye-
su¨lt Kira´lysa´g ne´lku¨li Euro´pai Unio´ Tana´csa´ban a do¨nte´shoza´shoz 15 taga´llam
egyete´rte´se´re van szu¨kse´g, akik legala´bb 288 millio´ lakost ke´pviselnek. A vastag
vonalak ezt a ke´t hata´rt jelo¨lik. 23 olyan orsza´g van, amelynek a kile´pe´se´vel to¨bb
mint 15 a´llam befolya´sa no¨vekszik. Azonban Lengyelorsza´g az egyetlen, amire a
lakossa´gkorla´t is teljesu¨l. Ha kile´pne, a teljes EU lakossa´g 82%-a´nak no¨vekedne a
befolya´sa az Unio´ ko¨ltse´gvete´se´re. Ennek oka, hogy Lengyelorsza´g, nagy me´rete´-
hez ke´pest alacsony ko¨ltse´gvete´si befizete´ssel rendelkezik. Amikor kile´p, mindenki
(kiigaz´ıta´s ne´lku¨li) Shapley–Shubik-indexe no¨vekszik, e´s a kiigaz´ıtott e´rte´k is csak
6 orsza´g esete´n kisebb, mint a kile´pe´s elo˝tti.
A 4. a´bra´n szerepel, hogy ha´ny sza´zale´kkal va´ltozna a magyar befolya´s az egyes



















































































4. a´bra. Magyarorsza´g befolya´sa´nak va´ltoza´sa,
kiigaz´ıtott Shapley–Shubik-index.
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kile´pe´sek hata´sa´ra. Leginka´bb Ne´metorsza´g kile´pe´se e´rintene´ rosszul haza´nkat,
mivel me´g a lakossa´g me´rete´hez ke´pest is nagy a befizete´se. A legto¨bb kile´pe´s a
magyar befolya´s no¨vekede´se´t eredme´nyezne´, azonban csak nagyon kis me´rte´kben.
4. O¨sszefoglala´s
Tanulma´nyunkban Ko´czy [16, 17, 18, 19] mo´dszertana´t ko¨vettu¨k, aki a
Shapley–Shubik-indexet haszna´lta a szavaza´si ero˝ me´re´se´re. Mı´g Ko´czy [18, 19]
azt tala´lta, hogy a Brexit uta´n no˝ a nagy orsza´gok befolya´sa, a fentiekben bela´t-
tuk, hogy egy ko¨vetkezo˝ kile´pe´s inka´bb a kis orsza´goknak lenne elo˝nyo¨s. Ezeknek
az orsza´goknak kedvez, hogy 27, illetve 26 taga´llam esete´n is legala´bb 15 orsza´g
ta´mogata´sa szu¨kse´ges a szavaza´s eredme´nyesse´ge´hez, viszont a kile´pe´ssel a ne´pes-
se´gkorla´t cso¨kken. Magyarorsza´g a ko¨zepes me´retu˝ orsza´gokhoz tartozik, ı´gy kis
me´rte´kben, de az esetek to¨bbse´ge´ben jobban ja´rna egy kile´pe´ssel. Csupa´n ne´gy
olyan forgato´ko¨nyv van, amely cso¨kkentene´ a befolya´sa´t, ha valamelyik nagy orsza´g
(Franciaorsza´g, Ne´metorsza´g, Olaszorsza´g vagy Spanyolorsza´g) le´pne ki. Felfedez-
heto˝ egy a´ltala´nos minta´zat: egy olyan kile´pe´s, ami nem va´ltoztatja a taga´llam
kvo´ta´t, a kis orsza´gok befolya´sa´t fogja no¨velni, mı´g egy taga´llam kvo´ta´t cso¨kkento˝
kile´pe´s a nagy orsza´goknak kedvez.
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
A szerzo˝k ko¨szo¨netu¨ket fejezik ki Biro´ Pe´ternek e´s Sziklai Bala´zsnak a javaslatai-
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Ausztria AT 86 1,93% 1,51% 2,02%
Belgium BE 113 2,56% 3,52% 2,41%
Bulga´ria BG 72 1,62% 0,39% 1,81%
Ciprus CY 9 0,20% 0,14% 0,92%
Csehorsza´g CZ 105 2,38% 1,26% 2,30%
Da´nia DK 56 1,27% 2,13% 1,59%
E´sztorsza´g EE 13 0,30% 0,17% 0,98%
Finnorsza´g FI 55 1,24% 1,71% 1,57%
Franciaorsza´g FR 662 14,92% 18,81% 11,27%
Go¨ro¨gorsza´g EL 110 2,47% 1,76% 2,37%
Hollandia NL 169 3,80% 6,14% 3,27%
Horva´torsza´g HR 42 0,96% 0,37% 1,39%
I´rorsza´g IE 46 1,04% 1,37% 1,44%
Lengyelorsza´g PL 385 8,68% 3,39% 6,42%
Lettorsza´g LV 20 0,45% 0,23% 1,07%
Litva´nia LT 29 0,65% 0,31% 1,20%
Luxemburg LU 6 0,13% 0,22% 0,88%
Magyarorsza´g HU 99 2,22% 0,86% 2,21%
Ma´lta MT 4 0,10% 0,06% 0,85%
Ne´metorsza´g DE 807 18,19% 24,81% 14,44%
Olaszorsza´g IT 609 13,74% 13,81% 10,25%
Portuga´lia PT 104 2,34% 1,57% 2,28%
Roma´nia RO 199 4,49% 1,30% 3,74%
Spanyolorsza´g ES 464 10,46% 9,59% 7,56%
Sve´dorsza´g SE 97 2,19% 3,68% 2,18%
Szlova´kia SK 54 1,22% 0,60% 1,56%
Szlove´nia SI 21 0,47% 0,31% 1,09%
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
78 PETRO´CZY DO´RA GRE´TA, ROGERS MARK FRANCIS, KO´CZY A´. LA´SZLO´
Hivatkoza´sok
[1] Banzhaf, J. F.: Weighted voting doesn’t work : A mathematical analysis, Rutgers Law
Review, Vol. 19 No. 2, pp. 317-343 (1965).
[2] Bra¨uninger, T. and Ko¨nig, T.: Indices of Power IOP 2.0 (2005).
http://www.tbraeuninger.de/download/
[3] Coleman, J. S.: Control of collectives and the power of a collectivity to act, in: Lieberman,
B. (ed.), Social Choice, pp. 192-225, New York: Gordon and Breach (1971).
[4] Council of the European Union: Qualified majority voting (2017),
http://www.consilium.europa.eu/en/council-eu/voting-system/qualified-majority/.
[5] Cso´ka, P.: Koherens kocka´zatme´re´s e´s to˝kealloka´cio´, Ko¨zgazdasa´gi Szemle, Vol. 50 No. 10,
pp. 855-880 (2003).
[6] European Commission: European Union Public Finance, 4th edn., European Communities
(2008).
[7] European Council: Voting calculator,
http://www.consilium.europa.eu/hu/councileu/voting-system/voting-calculator/.
[8] European Parliament: EU budget explained : expenditure and contribution
by member state (2015), http://www.europarl.europa.eu/news/en/headlines/eu-
affairs/20141202IFG82334/eu-budget-explained-expenditure-and-contribution-by-member-
state/. Leto¨ltve: 2017.01.20.




[10] Felsenthal, D. and Machover, M.: The weighted voting rule in the EU ’s Council of
Ministers 1958-95: Intentions and outcomes, Electoral Studies, Vol. 16 No. 1, pp. 33-47,
(1997).
[11] Felsenthal, D. and Machover, M.: The measurement of voting power : Theory and
practice, problems and paradoxes, Cheltenham: Edward Elgar (1998).
[12] Felsenthal, D. and Machover, M.: The Treaty of Nice and qualified majority Voting,
Social Choice and Welfare, Vol. 18 No. 3, pp. 431-464 (2001).
[13] Felsenthal, D. and Machover, M.: A priori voting power : What is it all about?, Polit-
ical Studies Review, Vol. 2 No. 1, pp. 1-23 (2004).
[14] Herne, K. and Nurmi, H.: The distribution of a priori voting power in the EC Council
of Ministers and the European Parliament, Scandinavian Political Studies, Vol. 16 No. 3,
pp. 269-284 (1993).
[15] Ko´czy, L. A´.: Measuring voting power : The paradox of new members vs. the null player
axiom, in: Rudas, I. J., Fodor, J., and Kacprzyk, J. (eds.), Towards Intelligent Engineer-
ing and Information Technology, Springer Berlin Heidelberg, pp. 67-78 (2009).
[16] Ko´czy, L. A´.: Lisszaboni kila´ta´sok, Ko¨zgazdasa´gi Szemle, Vol. 58 No. 6, pp. 1045-1058
(2011).
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
TAGKILE´PE´SEK E´S A MAGYAR BEFOLYA´S VA´LTOZA´SA... 79
[17] Ko´czy, L. A´.: Beyond Lisbon: Demographic trends and voting power in the European
Union Council of Ministers, Mathematical Social Sciences, Vol. 63 No. 2, pp. 152-158
(2012).
[18] Ko´czy, L. A´.: How Brexit affects European Union power distribution (2016), Discussion
Papers (MT-DP-2016/11), Institute of Economics, Centre for Economic and Regional Stud-
ies, Hungarian Academy of Sciences, Budapest.
[19] Ko´czy, L. A´.: Do¨nte´si befolya´s az Euro´pai Unio´ Tana´csa´ban: Mit hozhat a Brexit?,
Alkalmazott Matematikai Lapok, (megjelene´s alatt).
[20] Ko´czy, L. A´. e´s Pinte´r, M.: Az ellenze´k ereje - a´ltala´nos´ıtott su´lyozott szavaza´si ja´te´kok,
Ko¨zgazdasa´gi Szemle, Vol. 58 No. 6, pp. 543-551 (2011).
[21] Lyons, K. and Darroch, G.: Frexit, Nexit or Oexit? Who will be next to leave
the EU, The Guardian, https://www.theguardian.com/politics/2016/jun/27/frexitnexit-
or-oexit-who-will-be-next-to-leave-the-eu/. Leto¨ltve: 2018.01.20.
[22] Penrose, L.: The elementary statistics of majority voting, Journal of the Royal Statistical
Society, Vol. 109 No. 1, pp. 53-57 (1946).
[23] Pinte´r, M.: Regresszio´s ja´te´kok, Szigma, Vol. 37 No. 3-4, pp. 131-148 (2007).
[24] Pinte´r, M.: A Shapley-e´rte´k axiomatiza´la´sai, Alkalmazott Matematikai Lapok,
Vol. 26 No. 3, pp. 289-315 (2009).
[25] Shapley, L. S.: A value for n-person games, in: Kuhn, H. W. and Tucker, A. W. (eds.),
Contributions to the Theory of Games Volume 77, Vol. 28 of Annals of Mathematical
Studies, pp. 307-317, Princeton University Press, Princeton, New Jersey (1953).
[26] Shapley, L. S. and Shubik, M.: A method for evaluating the distribution of power in a
committee system, American Political Science Review, Vol. 48 No. 3, pp. 787-792 (1954).
[27] Solymosi, T.: Kooperat´ıv ja´te´kok, Magyar Tudoma´ny, Vol. 2009 No. 5, pp. 547-558 (2009).
[28] Straffin JR., P. D.: Homogeneity, independence, and power indices, Public Choice,
Vol. 30 No. 1, pp. 107-118 (1977).
[29] Varela, D. and Prado-Dominguez, J.: Negotiating the Lisbon Treaty: Redistribution,
efficiency and power indices, Czech Economic Review, Vol. 6 No. 2, pp. 107-124 (2012).
[30] Warntjen, A.: Do votes matter? Voting weights and the success probability of member
state requests in the Council of the European Union, Journal of European Integration,
Vol. 39 No. 6, pp. 673-687 (2017).
[31] Widgre´n, M.: Voting power in the EC decision making and the consequences of two
different enlargements, European Economic Review, Vol. 38 No. 5, pp. 1153-1170, (1994).
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
80 PETRO´CZY DO´RA GRE´TA, ROGERS MARK FRANCIS, KO´CZY A´. LA´SZLO´
Petro´czy Do´ra Gre´ta 1990-ben szu¨letett. 2012-
ben diploma´zott gazdasa´gelemze´s alapszakon a
Budapesti Corvinus Egyetemen. 2014-ben ve´g-
zett az Eo¨tvo¨s Lora´nd Tudoma´nyegyetem ko¨z-
gazdasa´gi elemzo˝ mesterke´pze´se´n. 2014 szep-
tembere o´ta a Budapesti Corvinus Egyetem A´l-
tala´nos e´s Kvantitat´ıv Ko¨zgazdasa´gtan Dokto-
ri Iskola hallgato´ja, te´mavezeto˝je Csato´ La´sz-
lo´. 2014 e´s 2018 ko¨zo¨tt a Pallas Athe´ne´ Domus
Scientiae Alap´ıtva´ny o¨szto¨nd´ıjasa. 2019 febru-
a´rja´ban elnyerte az U´j Nemzeti Kiva´lo´sa´g Prog-
ram o¨szto¨nd´ıja´t. Jelenleg a Budapesti Corvinus
Egyetem, Gazda´lkoda´studoma´nyi Kar, Befek-
tete´sek e´s Va´llalati Pe´nzu¨gy Tansze´k tana´rse-
ge´dje. Kutata´si teru¨lete a ja´te´kelme´let, 4 ma-




Rogers Mark Francis a Budapesti Fazekas
Miha´ly Gimna´ziumban e´rettse´gizett 2018-ban.
A 2018/19-es tane´vben az Osztra´k Tudoma´-
nyos Akade´mia Kvantuminforma´cio´elme´leti In-
te´zete´ben (IQOQI) kutato´sege´d. 2019 szeptem-
bere´to˝l kezdve a manchesteri egyetemen tanul
matematika´t.
ROGERS MARK FRANCIS
Insitute for Quantum Optics and Quantum Information, Austrian Academy of Sciences
mark.rogers@oeaw.ac.at
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
TAGKILE´PE´SEK E´S A MAGYAR BEFOLYA´S VA´LTOZA´SA... 81
Ko´czy A´. La´szlo´ 1976-ban szu¨letett Budapes-
ten. Matematikus BA (University of Camb-
ridge, 1997), ko¨zgazda´sz MSc (KU Leuven,
1999), majd PhD (KU Leuven, 2003) fokozatot
szerzett. 2003-2009 ko¨zo¨tt adjunktus a Maast-
richti Egyetemen, 2007- 2019 ko¨zo¨tt fo˝iskolai
tana´r a Budapesti Mu˝szaki Fo˝iskola´n, majd do-
cens az O´budai Egyetemen. 2010-ben az MTA
Lendu¨let Programja´nak ta´mogata´sa´val megala-
k´ıtotta az MTA Ko¨zgazdasa´g-tudoma´nyi In-
te´zetben a Ja´te´kelme´leti Kutato´csoportot, az-
o´ta az inte´zet tudoma´nyos fo˝munkata´rsa, 2019
o´ta a BME Gazdasa´g- e´s Ta´rsadalomtudoma´nyi
Kara´nak docense. Tagja az MTA Ko¨zgazdasa´g-
tudoma´nyi Bizottsa´ga´nak e´s az MTMT Tudoma´nymetriai Szakbizottsa´ga´nak. A
Magyar Ko¨zgazdasa´gtudoma´nyi Egyesu¨let alap´ıto´ tagja, kora´bbi elno¨ke, a Game
Theory Society, a Society for Social Choice and Welfare, az Econometric Society,
a European Economic Association tagja.
Kutata´si teru¨lete a ja´te´kelme´let. Egy ko¨nyv, 27 angol, 11 magyar nyelvu˝ cikk
szerzo˝je, fu¨ggetlen hivatkoza´sainak sza´ma 350, h-indexe 9.
KO´CZY A´. LA´SZLO´
Magyar Tudoma´nyos Akade´mia Ko¨zgazdasa´g- e´s Regiona´lis Tudoma´nyi Kutato´ko¨zpont e´s
Budapesti Mu˝szaki e´s Gazdasa´gtudoma´nyi Egyetem
koczy@krtk.mta.hu
EUROPEAN UNION’S POWER DISTRIBUTION AFTER A WITHDRAWAL
Do´ra Gre´ta Petro´czy, Mark Francis Rogers, La´szlo´ A´. Ko´czy
After Brexit, debates on an own EU-leaving referendum arose in several other member
countries. From the impact of a departure, we inspect one factor: how the power distribution
changes in the Council of the European Union. The Lisbon Treaty specified the qualified ma-
jority voting procedure conditional on (1) the number of member states and (2) the population
data; it does not need to be renegotiated after each entry or exit. Using the Shapley-Shubik and
Banzhaf power indices, we calculated the power of all member states both with and without
the member who might leave the union. We interpret power as a payoff, an influence on the
Union’s budget and this is naturally updated removing the departed members’ contributions.
Our results show a pattern connected to a change of the threshold of the required member
states and the change in power distribution. An exit, which causes a change to the member
state threshold of the Council of the European Union benefits large, an exit that does not cause
such a change benefits small member states.
Keywords: Council of the European Union, weighted voting, power indices
Mathematics Subject Classification (2000): 91A80, 91B12
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KOOPERATI´V SZTENDERD FIXFA JA´TE´KOK E´S ALKALMAZA´SUK A
VI´ZGAZDA´LKODA´SBAN
RADVA´NYI ANNA RA´HEL
A cikk alapveto˝ ce´lja betekinte´st nyu´jtani a kooperat´ıv ja´te´kelme´let esz-
ko¨zta´ra´ba, egy specia´lis ja´te´koszta´lyon, a sztenderd fixfa ja´te´kok oszta´lya´n
keresztu¨l. A napjainkban egyre ne´pszeru˝bb tudoma´nya´g olyan megolda´-
si koncepcio´kat szolga´ltat, melyek sze´lesko¨ru˝ gyakorlati alkalmaza´st tesz-
nek leheto˝ve´, to¨bbek ko¨zo¨tt ku¨lo¨nbo¨zo˝ gazdasa´gi proble´ma´k ko¨ltse´geloszta´si
ke´rde´seire adnak megolda´si javaslatokat. A sztenderd fixfa ja´te´kok egy fa
struktu´ra´ju´ ha´lo´zatot reprezenta´lnak, ahol a ha´lo´zat csu´csai felhaszna´lo´kat
jelo¨lnek, akik a ha´lo´zaton keresztu¨l vesznek ige´nybe egy bizonyos szolga´l-
tata´st. A felmeru¨lo˝ ko¨ltse´gek sze´toszta´sa´ra keresu¨nk
”
igazsa´gos” eloszta´so-
kat. Az alapveto˝ fogalmak bemutata´sa e´s a modell definia´la´sa uta´n konkre´t
v´ızgazda´lkoda´si alkalmaza´sokat mutatunk, amelyek valo´s gazdasa´gi proble´-
ma´kon alapulnak. A cikk a kooperat´ıv ja´te´kelme´let egy szelete´t mutatja be,
ugyanakkor jo´l la´thato´, hogy a specifikusan bemutatott pe´lda´kon tu´l hasonlo´
struktu´ra´ju´ proble´ma´k modelleze´se´hez is hate´kony megolda´sokat szolga´ltat.
1. Bevezete´s
A kooperat´ıv ja´te´kelme´let jelento˝se´ge elvitathatalan. A matematika, illetve a
ko¨zgazdasa´gtan hata´rmezsgye´je´n elhelyezkedo˝ tudoma´nyteru¨let eszko¨zta´ra leheto˝-
ve´ teszi sza´munkra, hogy olyan gazdasa´gi szitua´cio´kat modellezzu¨nk, elemezzu¨nk,
amelyekben a felek ko¨zo¨tti egyu¨ttmu˝ko¨de´sen, e´s a ko¨zo¨sen ele´rt eredme´nyen van
a hangsu´ly. Az ilyen jellegu˝ szitua´cio´kban alapveto˝en ke´t ke´rde´sko¨rt vizsga´lunk:
milyen koopera´cio´s csoportok (koal´ıcio´k) jo¨nnek le´tre, illetve hogyan tudjuk elosz-
tani az egyu¨ttmu˝ko¨de´sbo˝l eredo˝ hasznot a re´sztvevo˝ felek ko¨zo¨tt. A kooperat´ıv
ja´te´kelme´let teru¨lete´n az uto´bbi e´vtizedekben sza´mos elme´leti eredme´ny szu¨letett,
de fontos kiemelni, hogy ezek nem csak elme´leti jellegu˝ek, hanem a gyakorlat-
ban is alkalmazhato´/alkalmazott megolda´sokat szolga´ltatnak. Pe´lda´ul 1933-ban
a Tennessee Valley Authority (TVA), a Tennessee-vo¨lgy gazdasa´gi ira´ny´ıta´sa´ra
le´trejo¨vo˝ ta´rsasa´g esete´ben, amely to¨bbek ko¨zo¨tt a te´rse´g v´ızgazda´lkoda´si proble´-
ma´inak ira´ny´ıta´sa´val is foglalkozott. Ko¨ltse´geloszta´si megolda´saik ko¨zo¨tt olyanok
is szerepelnek, amelyek megfeleltetheto˝k kooperat´ıv ja´te´kelme´leti megolda´skoncep-
cio´knak, ezen eredme´nyeket Straffin e´s Heaney [33], a TVA munka´ssa´ga´t ja´te´kel-
me´leti szempontbo´l is bemutato´ cikke´ben olvashatjuk. Ce´lunk elso˝sorban az lesz,
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hogy egy specia´lis ja´te´koszta´lyt, a sztenderd fixfa ja´te´kok oszta´lya´t bemutassuk, e´s
pe´lda´kkal szolga´ljunk a v´ızgazda´lkoda´s teru¨lete´ro˝l sza´rmazo´ alkalmazhato´sa´gukra.
Tova´bbi ja´te´kelme´leti alkalmaza´sokat v´ızgazda´lkoda´si proble´ma´kra Parrachino et
al. [21] munka´ja´ban olvashatunk. A fixfa struktu´ra´n tu´l sza´mos egye´b gra´felme´leti
modell is alkalmazhato´, ilyen pe´lda´ul a legro¨videbb u´t ja´te´kok oszta´lya, melyekro˝l
bo˝vebben pe´lda´ul Fragnelli et al. [8], illetve Pinte´r e´s Radva´nyi [27] cikkeiben
olvashatunk.
A cikk fele´p´ıte´se a ko¨vetkezo˝: A bevezeto˝t ko¨veto˝ 2. fejezetben a TU-ja´te´kok
alapveto˝ fogalmait mutatjuk be. A 3. szakaszban ismertetju¨k az eloszta´sokra vo-
natkozo´ legfontosabb fogalmakat, valamint a mag eloszta´st. A 4. e´s 5. fejezetekben
bemutata´sra keru¨l a Shapley-e´rte´k, illetve a nukleolusz, a ke´t legismertebb megol-
da´skoncepcio´. A 6. szakaszban definia´ljuk a fixfa ja´te´kok modellje´t, a 7. fejezetben
pedig konkre´t v´ızgazda´lkoda´si alkalmaza´sokat mutatunk, amelyek valo´s gazdasa´gi
proble´ma´kon alapulnak. Ezuta´n ro¨viden o¨sszefoglaljuk az olvasottakat.
A ko¨vetkezo˝kben teha´t megismerkedu¨nk a kooperat´ıv ja´te´kelme´let legfontosabb
alapfogalmaival e´s o¨sszefu¨gge´seivel. Defin´ıcio´inkban e´s jelo¨le´seinkben alapveto˝en
Peleg e´s Sudho¨lter [22] ko¨nyve´re, valamint Solymosi [32] jegyzete´re ta´maszkodunk.
2. TU-ja´te´kok
Egy koal´ıcio´s forma´ban megadott ja´te´kot kooperat´ıvnak nevezu¨nk, ha egy ja´-
te´kban kike´nyszer´ıtheto˝ szerzo˝de´sek vannak. Azaz a ja´te´kosoknak leheto˝se´gu¨k
van a kifizete´s eloszta´sa´ro´l vagy a va´lasztott strate´gia´ro´l mega´llapoda´sokat ko¨tni,
me´g akkor is, ha ezeket a mega´llapoda´sokat az adott ja´te´k szaba´lyai nem ı´rja´k
elo˝. Szerzo˝de´sek, illetve mega´llapoda´sok ko¨te´se to¨bbek ko¨zo¨tt a ko¨zgazdasa´gtan-
ban elterjedt teve´kenyse´g, pe´lda´ul minden egyfordulo´s elado´-vevo˝ tranzakcio´ egy
mega´llapoda´s. So˝t, ez to¨bble´pcso˝s tranzakcio´k esete´ben is elmondhato´. Egy meg-
a´llapoda´st a´ltala´ban akkor tekintu¨nk megko¨to¨ttnek, ha a megse´rte´se olyan (aka´r
magas pe´nzbeli) bu¨ntete´ssel ja´r, ami visszatartja a ja´te´kost a megszege´sto˝l.
A kooperat´ıv ja´te´kokat ke´t csoportba soroljuk: az a´truha´zhato´ e´s az a´t nem
ruha´zhato´ hasznossa´gu´ ja´te´kok csoportjaiba. Az a´truha´zhato´ hasznossa´gu´ak ese-
te´ben feltesszu¨k, hogy a ja´te´kosok egye´ni preferencia´i egy ko¨zvet´ıto˝ eszko¨z (pl.
pe´nz) a´ltal o¨sszeme´rheto˝k. I´gy egy konkre´t koal´ıcio´ tagjai a koal´ıcio´ a´ltal ele´rt
kifizete´st szabadon feloszthatja´k egyma´s ko¨zo¨tt. Ko¨vetve az elterjedt elneveze´st,
ezeket a ja´te´kokat TU-ja´te´koknak (transferable utility games) fogjuk h´ıvni. Az
a´truha´zhato´ hasznossa´ggal nem rendelkezo˝ NTU-ja´te´kok (non-transferable utility
games) esete´n vagy ez a ko¨zvet´ıto˝ eszko¨z hia´nyzik, vagy ha van is ilyen kompen-
za´la´st leheto˝ve´ tevo˝ jo´sza´g, azt a szereplo˝k nem egyforma me´rte´kben ı´te´lik meg.
Ezen tanulma´ny kerete´ben TU-ja´te´kokra szor´ıtkozunk.
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2.1. Koal´ıcio´s ja´te´kok
Legyen N a ja´te´kosok nemu¨res, ve´ges halmaza, egy S koal´ıcio´ pedig az N
halmaz egy re´szhalmaza.
2.1. Defin´ıcio´. Egy a´truha´zhato´ hasznossa´gu´ kooperat´ıv ja´te´k egy olyan (N, v)
pa´r, ahol N a ja´te´kosok ve´ges, nemu¨res halmaza, v pedig egy fu¨ggve´ny, ami az N
minden S re´szhalmaza´hoz egy v(S) valo´s sza´mot rendel hozza´. Minden esetben
feltesszu¨k, hogy v(∅) = 0.
2.1. Megjegyze´s. Egy (N, v) kooperat´ıv ja´te´kot ro¨viden v ja´te´knak is nevezu¨nk.
N a ja´te´kosok halmaza, v a koal´ıcio´s fu¨ggve´ny, S pedig az N re´szhalmaza. Ha az
S koal´ıcio´ le´trejo¨n a v ja´te´kban, akkor a koal´ıcio´ tagjai megkapja´k a v(S) e´rte´ket,
amely sza´mot a koal´ıcio´ e´rte´ke´nek nevezu¨nk.
2.2. Megjegyze´s. Egy adott S koal´ıcio´ a v(S) e´rte´ket tetsze´s szerint sze´toszt-
hatja tagjai ko¨zo¨tt. Egy x ∈ RS kifizete´s megvalo´s´ıthato´, ha kiele´g´ıti a∑
i∈S
xi ≤ v(S)
egyenlo˝tlense´get. Az a´truha´zhato´ hasznossa´g valo´ja´ban azt a te´nyt takarja, hogy
az S koal´ıcio´ el tud e´rni minden megvalo´s´ıthato´ kifizete´st, illetve, hogy a hasznos-
sa´gok o¨sszege a koal´ıcio´ hasznossa´ga.
A kooperat´ıv ja´te´kok legto¨bb alkalmaza´sa´ban a´ltala´ban egye´nek, vagy egye´nek
bizonyos csoportjai (pe´lda´ul szakszervezetek, va´rosok, nemzetek) to¨ltik be a ja´te´-
kosok szerepe´t. Ne´ha´ny e´rdekes ko¨zgazdasa´gi ja´te´kelme´leti modellben a ja´te´kosok
azonban nem egye´nek, hanem ko¨zgazdasa´gi projektek ce´ljai, termele´si te´nyezo˝k,
illetve egye´b szitua´cio´k ko¨zgazdasa´gi va´ltozo´i.
2.2. Defin´ıcio´. Egy (N, v) ja´te´k szuperaddit´ıv, ha
v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T )
minden S, T ⊆ N e´s S ∩ T = ∅ esete´n. (Ford´ıtott rela´cio´ fenna´lla´sa esete´n szub-
addit´ıv ja´te´kro´l besze´lu¨nk.)
Amennyiben az S ∪ T koal´ıcio´ le´trejo¨n, tagjai do¨nthetnek u´gy, mintha S e´s T
ku¨lo¨n-ku¨lo¨n jo¨ttek volna le´tre, ekkor a v(S)+v(T ) kifizete´st e´rik el. Mindazona´ltal
a szuperadditivita´s sokszor se´ru¨l. Le´teznek tro¨sztellenes to¨rve´nyek, melyek az S∪T
koal´ıcio´ profitja´t cso¨kkentene´k, ha a koal´ıcio´ le´trejo¨nne.
2.3. Defin´ıcio´. Egy (N, v) ja´te´k konvex, ha
v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T )
minden S, T ⊆ N esete´n.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
86 RADVA´NYI ANNA RA´HEL
Nyilva´nvalo´, hogy egy konvex ja´te´k szuperaddit´ıv is. A ko¨vetkezo˝ ekvivalens
karakteriza´cio´ ko¨nnyen meggondolhato´: egy (N, v) ja´te´k pontosan akkor konvex,
ha ∀ i ∈ N -re
v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T )
∀ S ⊆ T ⊆ N \ {i} esete´n.
Teha´t egy ja´te´k akkor e´s csak akkor konvex, ha a ja´te´kosoknak egy koal´ıcio´hoz
valo´ egye´ni hata´rhozza´ja´rula´sai (v(S ∪ {i})− v(S)) monoton no¨vo˝ek. Konvex ja´-
te´kok to¨bbek ko¨zo¨tt a konka´v ko¨ltse´gja´te´kokhoz kapcsolo´do´ megtakar´ıta´si ja´te´kok
is, ezekkel ke´so˝bb foglalkozunk me´g.
2.4. Defin´ıcio´. Egy (N, v) ja´te´k konstans o¨sszegu˝, ha ∀S ⊆ N -re
v(S) + v(N \ S) = v(N).
Konstans o¨sszegu˝ ja´te´kokkal ma´r a ja´te´kelme´let kezdeti szakaszaiban is sokat
foglalkoztak (Neumann [37]).




2.6. Defin´ıcio´. Egy (N, v) ja´te´k addit´ıv, ha ∀S ⊆ N esete´n v(S) = ∑
i∈S
v({i}).
Az addit´ıv ja´te´kok nem le´nyeges ja´te´kok, ezek a ja´te´kelme´let szemszo¨ge´bo˝l
trivia´lisnak mondhato´ak. Ha ugyanis minden i ∈ N ja´te´kos ige´nye legala´bb v({i}),
akkor a v(N) e´rte´k eloszta´sa egye´rtelmu˝en meghata´rozott.
2.3. Megjegyze´s. Legyen N a ja´te´kosok, R a valo´s sza´mok halmaza. Jelo¨lje





2.4. Megjegyze´s. Legyen N a ja´te´kosok halmaza, x ∈ RN , az eddigiek szerint




xi minden S ⊆ N -re.
2.7. Defin´ıcio´. Egy (N, v) ja´te´k 0-normaliza´lt, ha v({i}) = 0 ∀i ∈ N -re.
2.2. Ko¨ltse´galloka´cio´s ja´te´kok
Legyen N a ja´te´kosok halmaza. A ko¨ltse´galloka´cio´s proble´ma egy (N, vc) ja´te´k-
bo´l indul, ahol N a ja´te´kosok halmaza, a vc koal´ıcio´s fu¨ggve´ny pedig a proble´ma´hoz
tartozo´ ko¨ltse´gfu¨ggve´ny. Intuit´ıv mo´don N lehet egy ko¨zmu˝ vagy ko¨ze´pu¨let po-
tencia´lis felhaszna´lo´inak halmaza. Minden felhaszna´lo´t egy adott szinten, vagy
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egya´ltala´n nem szolga´lunk ki. Legyen S ⊆ N . Ekkor vc(S) reprezenta´lja az S tag-
jainak kiszolga´la´sa´hoz szu¨kse´ges minima´lis ko¨ltse´get. Az (N, vc) ja´te´kot ko¨ltse´gja´-
te´knak nevezzu¨k. Ce´lunk pedig majd az lesz, hogy a ja´te´k a´ltal le´ırt szitua´cio´ban
az o¨sszko¨ltse´g egy valamilyen mo´don igazsa´gos eloszta´sa´t adjuk meg a felhaszna´lo´k
ko¨zo¨tt.
Az (N, vc) ko¨ltse´gja´te´kok kapcsolatba hozhato´k az (N, v) koal´ıcio´s ja´te´kok ko¨-




minden S ⊆ N esete´n. (Sza´mos alkalmaza´s kapcsolatba hozhato´ a TU-ja´te´kok jo´l
ismert aloszta´lyaival, pe´lda´ul a ko¨ltse´gja´te´kok megegyeznek a nemnegat´ıv, szub-
addit´ıv, a megtakar´ıta´si ja´te´kok pedig a 0-normaliza´lt, nemnegat´ıv, szuperaddit´ıv
ja´te´kok oszta´lya´val, ld. Driessen [7].)
Legyen (N, vc) egy ko¨ltse´gja´te´k, (N, vs) pedig a hozza´ tartozo´ megtakar´ıta´si
ja´te´k. Ekkor (N, vc):
– szubaddit´ıv, vagyis
vc(S) + vc(T ) ≥ vc(S ∪ T )
minden S, T ⊆ N e´s S ∩ T = ∅ esete´n pontosan akkor, ha (N, vs) szuperad-
dit´ıv;
– konka´v, vagyis
vc(S) + vc(T ) ≥ vc(S ∪ T ) + vc(S ∩ T )
minden S, T ⊆ N esete´n pontosan akkor, ha (N, vs) konvex.
Az alkalmaza´sokban a ko¨ltse´gja´te´kok to¨bbnyire szubaddit´ıvak (e´s monotonok)
(ld. Lucas [16], Young [38], illetve Driessen [36] tanulma´nyait a ko¨ltse´gja´te´kokro´l).
2.2.1. Megyei ko¨ltse´geloszta´si proble´ma
Tekintsu¨k pe´ldake´pp a ko¨vetkezo˝ szitua´cio´t. Va´rosok egy N csoportja´nak (azaz
egy megye´nek) leheto˝se´ge van ko¨zo¨s v´ızella´to´ rendszer e´p´ıte´se´re. Minden va´rosnak
van egy minimum v´ızige´nye, amit vagy a saja´t eloszto´rendszeru¨kkel, vagy ne´ha´ny
ma´sik, esetleg az o¨sszes to¨bbi va´rossal ko¨zo¨s rendszer seg´ıtse´ge´vel ele´g´ıtenek ki.
Egy S ⊆ N koal´ıcio´ alternat´ıv vagy egye´ni vc(S) ko¨ltse´ge az a minima´lis ko¨lt-
se´g, mellyel az S tagjainak ige´nyei a leheto˝ leghate´konyabb mo´don kiele´g´ıtheto˝k.
Abbo´l a te´nybo˝l kiindulva, hogy egy S ⊆ N halmazt sza´mos ku¨lo¨nbo¨zo˝ alrend-
szer szolga´lhat ki, szubaddit´ıv ko¨ltse´gja´te´khoz jutunk. Ilyen ja´te´kok vizsga´lata´val
to¨bbek ko¨zo¨tt Suzuki e´s Nakayama [34], illetve Young et al. [39] foglalkozott.
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3. Kifizete´sek e´s a mag
A gyakorlatban elo˝fordulo´ proble´ma´k kapcsa´n nemcsak azt fontos megvizsga´l-
ni, hogy egy adott koal´ıcio´ le´trejo¨n-e, illetve melyek azok a koal´ıcio´k, amelyek
le´trejo¨nnek. Le´nyeges tova´bba´ az is, hogy az adott koal´ıcio´ tagjai meg tudnak-e
egyezni abban, hogy a koal´ıcio´ a´ltal ele´rt o¨sszhasznot mindenki sza´ma´ra elfogad-
hato´ mo´don ossza´k sze´t egyma´s ko¨zo¨tt. Ezt az eloszta´st nevezzu¨k majd a ja´te´k
megolda´sa´nak.
Gyakran elo˝fordul, hogy a ja´te´kosok akkor e´rik el a legnagyobb kifizete´st, ha
egyedu¨l a nagykoal´ıcio´ jo¨n le´tre. Pe´lda´ul a szuperaddit´ıv ja´te´kokkal modellezheto˝
esetekben minden ko¨zo¨s taggal nem rendelkezo˝ koal´ıcio´nak e´rdemes egyesu¨lnie,
mert eza´ltal nagyobb o¨sszhaszonra tehetnek szert. I´gy ve´gu¨l minden ja´te´kos a
nagykoal´ıcio´ mellett fog do¨nteni. Ez azonban nem mindig egye´rtelmu˝. Pe´lda´ul
a csak 0-monoton vagy le´nyeges ja´te´kkal modellezheto˝ helyzetekben elo˝fordulhat,
hogy a ja´te´kosok egy valo´di re´szhalmaza´nak elo˝nyo¨sebb a belo˝lu¨k a´llo´ koal´ıcio´t
va´lasztani a nagykoal´ıcio´val szemben.
Tegyu¨k fel a tova´bbiakban, hogy a nagykoal´ıcio´ le´trejo¨n, azaz minden ja´te´-
kos sza´ma´ra elo˝nyo¨sebb egyetlen koal´ıcio´ba szervezo˝dni. Ekkor a feladat az ele´rt
maxima´lis o¨sszhaszon mindenki sza´ma´ra
”
kiele´g´ıto˝” mo´don to¨rte´no˝ sze´toszta´sa.
3.1. Defin´ıcio´. Az (N, v) ja´te´kban a v(N) e´rte´k eloszta´sa sora´n keletkezo˝
xi ∈ R e´rte´ket az i ∈ N ja´te´kos kifizete´se´nek nevezzu¨k.
A v koal´ıcio´s fu¨ggve´ny a´ltal le´ırt kooperat´ıv ja´te´k egy lehetse´ges kimenetele´t a
ja´te´kosok kifizete´seit tartalmazo´ x = (x1, . . . , xn) ∈ RN kifizete´svektorral jellemez-
zu¨k.
3.2. Defin´ıcio´. Az (N, v) ja´te´kban az x = (x1, . . . , xn) kifizete´svektor








– elo˝nyo¨sebb az S sza´ma´ra, mint az y = (y1, . . . , yn) kifizete´svektor, ha ∀i ∈ S
esete´n xi > yi,
– az S koal´ıcio´n keresztu¨l domina´lja az y = (y1, . . . , yn) kifizete´svektort, ha az
S sza´ma´ra x ele´rheto˝, e´s egyben elo˝nyo¨sebb, mint y (ezt x domS y-nal fogjuk
jelo¨lni),
– nem domina´lt az S koal´ıcio´n keresztu¨l, ha nincs az S sza´ma´ra olyan ele´rheto˝
z kifizete´svektor, amire z domS x,
– domina´lja az y kifizete´svektort, ha le´tezik olyan S koal´ıcio´, amelyre x domS y
(ezt x dom y-nal fogjuk jelo¨lni),
– nem domina´lt, ha egyetlen S koal´ıcio´n keresztu¨l sem domina´lt.
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Az ele´rheto˝, elfogadhato´ e´s elo˝nyo¨sebb fogalmak puszta´n azokat a terme´szetes
elva´ra´sokat tu¨kro¨zik, hogy egy koal´ıcio´ tagjai a v(S) e´rte´k eloszta´sa sora´n csak
olyan kifizete´seket tudnak megvalo´s´ıtani, amik nem haladja´k meg a koal´ıcio´ a´l-
tal ele´rt o¨sszhasznot. Ezen felu¨l pedig minden ja´te´kos szeretne´ egye´ni haszna´t
maximaliza´lni, ı´gy a sza´ma´ra elo˝nyo¨sebb kifizete´st szeretne´ va´lasztani.
A dominancia fogalma pedig azt pro´ba´lja megragadni, hogy a ja´te´kosok szaba-
don do¨nthetnek arro´l, hogy mely koal´ıcio´(k)ban k´ıva´nnak re´szt venni, e´s egy adott
koal´ıcio´ csak akkor jo¨n le´tre, ha tagjai azt egyo¨ntetu˝en akarja´k.
3.1. Megjegyze´s. Fenna´llnak az ala´bbi o¨sszefu¨gge´sek:
1. Az x kifizete´svektor pontosan akkor elfogadhato´ az S koal´ıcio´ sza´ma´ra, ha x
S-en keresztu¨l nem domina´lt.
2. Tetszo˝leges S ⊆ N esete´n a domS aszimetrikus, irreflex´ıv e´s tranzit´ıv rela´cio´.
3. A dom rela´cio´ mindig irreflex´ıv, de me´g egy szuperaddit´ıv ja´te´kban sem
felte´tlenu¨l aszimetrikus vagy tranzit´ıv.
3.1. A mag
A mag ([30], [9]) a kooperat´ıv ja´te´kelme´let egyik alapveto˝en fontos fogalma.
Seg´ıtse´ge´vel megfoghato´bba´ va´lik, hogy egy ja´te´kban melyek lesznek azok az el-
oszta´sok, amiket egy adott koal´ıcio´ tagjai megolda´ske´nt elfogadnak. Tekintsu¨k az
ala´bbi defin´ıcio´t!




xi = v(N), vagyis az N koal´ıcio´ sza´ma´ra elfogadhato´ e´s
ele´rheto˝,
– eloszta´s (imputa´cio´), ha
∑
i∈N
xi = v(N), e´s xi ≥ v({i}) ∀i ∈ N -re, azaz olyan
sze´toszta´s, ami minden egyszeme´lyes koal´ıcio´ (azaz minden ja´te´kos) sza´ma´ra
elfogadhato´,
– mag eloszta´s, ha
∑
i∈N
xi = v(N), e´s
∑
i∈S
xi ≥ v(S) ∀S ⊆ N esete´n, azaz olyan
sze´toszta´s, ami minden koal´ıcio´ sza´ma´ra elfogadhato´.
Egy (N, v) ja´te´kban a sze´toszta´sok halmaza´t I∗(N, v)-vel, az eloszta´sok halma-
za´t I(N, v)-vel, a mag eloszta´sok halmaza´t pedig C(N, v)-vel jelo¨lju¨k. Ez uto´bbi
C(N, v) halmazt szoktuk ro¨viden a kooperat´ıv ja´te´k magja´nak h´ıvni.
A mag teha´t valamife´leke´ppen azt fejezi ki, hogy mik azok az eloszta´sok, me-
lyeket egy-egy adott koal´ıcio´ tagjai ele´g
”
igazsa´gosnak” e´reznek ahhoz, hogy elfo-
gadja´k azt.
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3.2. Megjegyze´s. Igazak az ala´bbi a´ll´ıta´sok:
1. Tetszo˝leges (N, v) ja´te´k esete´n a sze´toszta´sok I∗(N, v) halmaza egy hipers´ık,
azaz sosem u¨res.
2. Egy (N, v) ja´te´kban az eloszta´sok (imputa´cio´k) I(N, v) halmaza pontosan
akkor nemu¨res, ha v(N) ≥ ∑
i∈N
v({i}).
A fentieket a ko¨vetkezo˝ pe´lda´n keresztu¨l szemle´ltetju¨k.
3.1. Pe´lda. Legyen (N, v) egy 3-szereplo˝s, (0,1)-normaliza´lt ja´te´k (azaz olyan
0-normaliza´lt ja´te´k, ahol v(N) = 1). Az I∗(N, v) sze´toszta´shalmaz az x1+x2+x3 =
1 egyenlet megolda´svektoraibo´l a´llo´ hipers´ık. Az I(N, v) eloszta´shalmaz pedig a
hipers´ıkon elhelyezkedo˝, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) csu´cspontok a´ltal meghata´rozott
egyse´gszimplex lesz.
A mag nemu¨resse´ge´nek ke´rde´se azonban ma´r nem ilyen egye´rtelmu˝.
Ku¨lo¨nbo¨ztessu¨nk meg ke´t esetet:
1.
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 2/3 2/3 2/3 1
2.
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 1 1 1 1
Ha az 1. esetet tekintju¨k, akkor azt tapasztaljuk, hogy ebben az esetben a mag




3 ) kifizete´sbo˝l a´ll. Ha viszont a 2. esetet ne´zzu¨k, akkor
a ke´tszeme´lyes koal´ıcio´k esete´ben csak akkor lesz egy x = (x1, x2, x3) kifizete´s
elfogadhato´, ha x1 + x2 ≥ 1, x1 + x3 ≥ 1, x2 + x3 ≥ 1 mindegyike teljesu¨l, azaz
x1 + x2 + x3 ≥ 32 . Ez viszont a nagykoal´ıcio´ sza´ma´ra nem ele´rheto˝. Ebben az
esetben teha´t a ja´te´k magja u¨res.
Az elo˝zo˝ pe´lda ma´sodik esete´ben a mag aze´rt u¨res, mert a nagykoal´ıcio´ e´rte´ke a
to¨bbi koal´ıcio´hoz ke´pest nem
”
ele´g nagy”. Tova´bbi pe´lda´k e´s egye´b meggondola´sok
az ala´bbi jegyzetben olvashato´k: Solymosi [32].
4. A Shapley-e´rte´k
Ebben a re´szben megismerkedu¨nk Shapley h´ıresse´ va´lt megolda´skoncepcio´ja´val,
a Shapley-e´rte´kkel [29], e´s a´ttekintju¨k annak tulajdonsa´gait. Shapley azt vizsga´l-
ta, hogy egy adott ja´te´kban egy szereplo˝ sza´ma´ra mi lesz az
”
e´rte´ke” annak, hogy
csatlakozik a ja´te´khoz. Azaz milyen
”
me´ro˝sza´m” az, ami megadja egy ja´te´kos sze-
repe´nek e´rte´ke´t a ja´te´kban. Bevezetju¨k a megolda´s fogalma´t, e´s ro¨gz´ıtu¨nk ne´ha´ny
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terme´szetesen ado´do´ axio´ma´t, amik ma´r egye´rtelmu˝en meghata´rozza´k a Shapley-
e´rte´ket.
Jelo¨lju¨k GN -nel az N ja´te´koshalmazzal rendelkezo˝ TU-ja´te´kok halmaza´t. Meg-
olda´snak egy olyan ψ : GN → RN fu¨ggve´nyt nevezu¨nk, ami tetszo˝leges v ∈ GN
ja´te´khoz hozza´rendeli a ψ(v) = (ψi(v))i∈N ∈ RN vektort, azaz megadja egy ja´te´kos
e´rte´ke´t egy tetszo˝leges v ∈ GN ja´te´kban.
Legyen pi : N → {1, . . . , n} a ja´te´kosok egy sorbarendeze´se, ΠN pedig a ja´te´-
kosok o¨sszes lehetse´ges sorbarendeze´seinek a halmaza.
4.1. Defin´ıcio´. Azt mondjuk, hogy a ψ : GN → RN megolda´s




– egye´nileg elfogadhato´, ha ψi(v) ≥ v({i}) minden i ∈ N -re,
– egyenlo˝en kezelo˝, ha ∀i, j ∈ N , ∀S ⊆ N \ {i, j} e´s v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})
esete´n ψi(v) = ψj(v),
– sallangmentes, ha ψi(v) = v({i}), amennyiben i ∈ N sallang ja´te´kos v-ben,
vagyis v(S ∪ i)− v(S) = v({i}) minden S ⊆ N \ i-re,
– addit´ıv, ha ψ(v + w) = ψ(v) + ψ(w) minden v, w ∈ GN -re ((v + w)(S) :=
v(S) + w(S) e´rtelmeze´ssel minden S ⊆ N -re),
– homoge´n, ha ψ(αv) = αψ(v) minden α ∈ R-re ((αv)(S) := αv(S) e´rtelme-
ze´ssel minden S ⊆ N esete´n),
– kovaria´ns, ha ψ(αv + β) = αψ(v) + b minden α > 0 e´s b ∈ RN esete´n (ahol
β a b vektor a´ltal genera´lt addit´ıv ja´te´k),
ahol a fenti felte´telek minden v, w ∈ GN -re fenna´llnak minden tulajdonsa´g
esete´n.
A hate´konysa´g felel aze´rt, hogy sze´toszta´st kapjunk. Az egye´ni elfogadhato´sa´g
terme´szetes reprezenta´cio´ja annak, hogy minden ja´te´kos legala´bb annyit
”
e´r”, mint
a belo˝le a´llo´ egyszeme´lyes koal´ıcio´. Az egyenlo˝en kezelo˝ tulajdonsa´g azt fogalmazza
meg, hogy egy ja´te´kos kifizete´se csak a ja´te´kban beto¨lto¨tt szerepe´to˝l fu¨gg, olyan e´r-
telemben, hogy azonos szerepet beto¨lto˝ ja´te´kosok azonos kifizete´sben re´szesu¨lnek.
A sallangmentesse´g azt fejezi ki, hogy annak a ja´te´kosnak az e´rte´ke, aki ba´rmelyik
koal´ıcio´hoz csatlakozva az a´ltala ele´rheto˝ne´l se nagyobb, se kisebb e´rte´kva´ltoza´st
nem ide´z elo˝, annyi legyen, mint amennyi ezen konstans hozza´ja´rula´sa. A kovari-
ancia aze´rt fontos, hogy egy esetleges ska´la mo´dos´ıta´st az e´rte´kele´s is
”
megfelelo˝en”
ko¨vessen. Az addit´ıv, illetve homoge´n tulajdonsa´gok ma´r nem ennyire egye´rtelmu˝-
en megko¨vetelheto˝ek, egyu¨ttes teljesu¨le´su¨k azonban a kovariancia´na´l jo´val ero˝sebb
tulajdonsa´got eredme´nyez.
Most pedig tekintsu¨k Shapley [29] megolda´sa´nak defin´ıcio´ja´t:
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|S|!(|N \ S| − 1)!
|N |! (v(S ∪ i)− v(S))
sza´m, mı´g a ja´te´k Shapley-megolda´sa:
φ(v) = (ϕi(v))i∈N ∈ RN .
4.1. A´ll´ıta´s. A Shapley-e´rte´kre az ala´bbi tulajdonsa´gok teljesu¨lnek: hate´-
kony; szuperaddit´ıv (so˝t 0-monoton) ja´te´kban egye´nileg elfogadhato´; nem felte´tle-
nu¨l magbeli eloszta´s; egyenlo˝en kezelo˝; sallangmentes; addit´ıv; homoge´n; e´s mivel
sallangmentes, ko¨vetkeze´ske´ppen kovaria´ns is.
4.1. Te´tel. (Shapley [29]) Tetszo˝leges v ∈ GN ja´te´kban a φ(v) Shapley-
megolda´s az egyetlen hate´kony, egyenlo˝en kezelo˝, sallangmentes e´s addit´ıv
GN → RN fu¨ggve´ny.
A Shapley-e´rte´k tova´bbi axiomatiza´cio´s leheto˝se´geiro˝l bo˝vebben ld. Pinte´r [23],
[24], [25], illetve [26] munka´it.
A´ltala´nosan is bela´thato´ (ld. pe´lda´ul Solymosi [32]), hogy a Shapley-e´rte´k







ahol xpi jelo¨li a ja´te´kosok pi sorrendje´hez tartozo´ hata´rhozza´ja´rula´s-vektort. I´gy
azt kapjuk, hogy a Shapley-e´rte´k a hata´rhozza´ja´rula´s-vektorok egyenlo˝en su´lyozott
a´tlaga.
4.1. Megjegyze´s. Tetszo˝leges konvex ja´te´kban a mag mindig nemu¨res [31], e´s
a Shapley-e´rte´k mindig egy magbeli eloszta´st ad.
5. A prenukleolusz e´s a nukleolusz
Egy tetszo˝leges ja´te´k magja a´ltala´ban vagy u¨res, vagy to¨bb elembo˝l a´ll. Ez
uto´bbi esetben felmeru¨l a ke´rde´s, hogy a to¨bbfe´le mag eloszta´s ko¨zu¨l hogyan va´-
lasszunk ki egyet, hiszen elvileg mindegyik egye´ni, e´s koal´ıcio´s szinten is elfogadha-
to´ megolda´st ad. Ke´t megolda´st o¨sszehasonl´ıtva elo˝fordul, hogy egy adott koal´ıcio´
az egyik eloszta´s szerint jobban ja´r, o˝k nyilva´n azt prefera´lna´k. De ez lehet, hogy
egy ma´sik koal´ıcio´nak nem elo˝nyo¨sebb, stb. Ke´zenfekvo˝ azt a megolda´st va´laszta-
ni, ahol a legrosszabbul ja´ro´ koal´ıcio´ is a leheto˝ legjobban ja´r.
5.1. Defin´ıcio´. Egy adott (N, v) ja´te´kban az S koal´ıcio´nak az x kifizete´sne´l
vett to¨bblete alatt az e(S, x) = v(S)− x(S) ku¨lo¨nbse´get e´rtju¨k.
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A to¨bblet teha´t azt mutatja meg, hogy egy adott koal´ıcio´ mennyit nyerhet (vagy
negat´ıv nyerese´gek esete´n mennyit vesz´ıthet) aza´ltal, hogy a nagykoal´ıcio´ban valo´
re´szve´telt e´s az x sze´toszta´st visszautas´ıtja. A sze´toszta´sok halmaza´n az u¨res,
illetve a nagykoal´ıcio´ to¨bblete 0, ı´gy csak a valo´di re´szkoal´ıcio´k vizsga´lata lesz
releva´ns, ezeket jelo¨lju¨k N+-szal. Egy tetszo˝leges (N, v) ja´te´k magja teha´t ı´gy is
fel´ırhato´: C(v) = {x ∈ I∗(v) : max
S∈N+
e(S, x) ≤ 0}. A sze´toszta´sok halmaza ba´rmely




Amennyiben to¨bb olyan sze´toszta´sunk/eloszta´sunk is van, amikne´l a legma-
gasabb to¨bblet a leheto˝ legalacsonyabb, akkor ezek ko¨zu¨l stabilabbnak tartjuk
azokat, amelyek esete´n a ma´sodik legnagyobb to¨bblet is a leheto˝ legalacsonyabb,
e´s ı´gy tova´bb. Ez egy olyan optimaliza´la´si sorozat, amelynek egyetlen kimenetele
van, sze´toszta´sok esete´n a prenukleolusz, eloszta´sok esete´n pedig a nukleolusz.
Rendezzu¨k teha´t az N+-beli koal´ıcio´knak egy adott x ∈ RN kifizete´s esete´n
vett to¨bbleteit nemno¨vekvo˝ sorrendbe:
E(x) = [· · · ≥ e(S, x) ≥ . . . : S ∈ N+].
Legyen ρ(x) az E(x)-ben elo˝fordulo´ to¨bbletszintek sza´ma, t1(x) a legnagyobb
to¨bblet, t2(x) a ma´sodik legnagyobb to¨bblet, stb, ege´szen tρ(x)-ig, ami a leg-
alacsonyabb to¨bblet, vagyis t1(x) > t2(x) > · · · > tρ(x). A fenti jelo¨le´sekkel a
prenukleolusz e´s a nukleolusz defin´ıcio´ja teha´t:
5.2. Defin´ıcio´. (Schmeidler [28]) Egy (N, v) ja´te´k N∗(v) prenukleolusza /
N(v) nukleolusza a sze´toszta´sok / eloszta´sok azon halmaza, amelyek a sze´toszta´-
sok / eloszta´sok ko¨zo¨tt lexikografikusan minimaliza´lja´k a nemno¨vekvo˝ sorrendbe
rendezett to¨bbletek vektora´t, azaz
N∗(v) = {x ∈ I∗(v) : E(x) ≤L E(y) ∀y ∈ I∗(v)-re},
N(v) = {x ∈ I(v) : E(x) ≤L E(y) ∀y ∈ I(v)-re},
ahol ≤L jelo¨li a ro¨gz´ıtett komponenssorrendu˝ vektorok ko¨zo¨tti gyenge lexikografi-
kus rendeze´st (vagyis A ≤L B pontosan akkor, ha A = B, vagy Ai < Bi az elso˝
olyan i komponensre, ahol az A e´s B vektorok ku¨lo¨nbo¨znek).
Schmeidler [28] azt is megmutatta, hogy tetszo˝leges ja´te´k prenukleolusza egyet-
len elembo˝l a´ll, illetve, hogy ba´rmely eloszta´ssal rendelkezo˝ ja´te´k nukleolusza egyet-
len eloszta´sbo´l a´ll.
6. Fixfa ja´te´kok
A fixfa ja´te´kok struktu´ra´jukbo´l ado´do´an sza´mos gyakorlati alkalmaza´s model-
leze´se´ben nyu´jtanak seg´ıtse´get. Mint azt a fejezetben la´tni fogjuk, ezek a ja´te´kok
specia´lis ko¨ltse´gja´te´kok, eze´rt tudjuk, hogy mindig le´tezik mag eloszta´s, nukleo-
lusz, a Shapley-e´rte´k pedig magbeli, eze´rt egy-egy eloszta´si proble´ma´nak mindig
lesz megolda´sa.
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Ebben a re´szben teha´t olyan szitua´cio´kkal foglalkozunk, amelyek gra´felme´leti
terminolo´gia´val e´lve ro¨gz´ıtett fa´kkal modellezheto˝ek. Adott a re´sztvevo˝k egy ro¨g-
z´ıtett, ve´ges halmaza, akik egy ro¨gz´ıtett fa´val reprezenta´lhato´ ha´lo´zaton keresztu¨l
kapcsolo´dnak egy kitu¨ntetett csu´cshoz, amit gyo¨ke´rnek fogunk nevezni. Sza´mos
valo´s e´letbeli szitua´cio´ modellezheto˝ ı´gy. Vegyu¨k pe´lda´ul azt az esetet, amikor
egy o¨nto¨ze´si csatornarendszer fenntarta´si ko¨ltse´geit vizsga´ljuk. A csatornarend-
szer felhaszna´lo´i a ha´lo´zat csu´csai, a ha´lo´zat e´lei az egyes csatornaszakaszokat,
az e´lek su´lyai pedig az adott szakasz fenntarta´si ko¨ltse´geit jelo¨lik. A proble´ma
reprezenta´lhato´ egy kooperat´ıv fixfa ja´te´kkal, ahol az egyes csoportok, koal´ıcio´k
ko¨ltse´ge´t az a minima´lis ko¨ltse´g adja, ami a csoport tagjait a gyo¨ke´rrel o¨sszeko¨to˝
e´lekhez tartozik. A fixfa ja´te´kok modellje Megiddo [19] cikke´bo˝l ered, aki bebizo-
ny´ıtotta, hogy ezen ja´te´kok esete´n a Shapley-e´rte´k e´s a nukleolusz kisza´mı´ta´sa´ra
le´tezik hate´kony algoritmus, a nukleolusz O(n3), a Shapley-e´rte´k O(n) ido˝ alatt
kisza´molhato´.
Specia´lis esetke´nt meg kell eml´ıtenu¨nk a
”
repu¨lo˝te´r/kifuto´pa´lya proble´ma´k”
oszta´lya´t (airport problems), melyek egy ela´gaza´smentes fa´val, u´n. la´nccal mo-
dellezheto˝ek. Az ehhez kacsolo´do´ repu¨lo˝te´r ja´te´kok a sztenderd fixfa ja´te´kok egy
valo´di re´szhalmaza´t adja´k. A repu¨lo˝te´r ja´te´kokat Littlechild e´s Owen [15] mutat-
ta´k be az irodalomban, az oszta´llyal kapcsolatos eredme´nyek egy o¨sszefoglalo´ja´t
pedig Thomson [35] cikke´ben olvashatjuk.
Ne´zzu¨k teha´t pontosabban a fixfa ja´te´kokat. Granot e´s Maschler [11] olyan ko¨lt-
se´gja´te´kokat vizsga´ltak, melyek Γ(V,E, b, c,N) fixfa ha´lo´zatokbo´l erednek. Ebben
a rendezett o¨to¨sben a (V,E) pa´ros alkotja az ira´ny´ıtott fa´t, V a csu´csok, E az
e´lek halmaza. Az r csu´cs szerepe a V -ben kitu¨ntetett, ezt fogjuk gyo¨ke´rnek (root)
nevezni. (A fa lehet ira´ny´ıtatlan is, ha a modell u´gy k´ıva´nja, a ja´te´k szempontja´bo´l
nem lesz ku¨lo¨nbse´g.) Adott tova´bba´ az e´lek halmaza´n egy c : E → R ko¨ltse´gfu¨gg-
ve´ny, ahol c(e) jelo¨li az e e´lhez tartozo´ teljes (kie´p´ıte´si, u¨zemeltete´si stb) ko¨ltse´get.
Hasonlo´an adott a csu´csok halmaza´n is egy b : V → R ko¨ltse´gfu¨ggve´ny. N a
felhaszna´lo´k, ke´so˝bbiekben ja´te´kosok halmaza, minden i ∈ N egy adott v(i) ∈ V
csu´cshoz van hozza´rendelve. Egy v csu´cs akkor foglalt, ha legala´bb egy ja´te´kos
hozza´ van rendelve. NT -vel a T ⊆ V csu´csokhoz tartozo´ ja´te´kosokbo´l a´llo´ koal´ıci-
o´t fogjuk jelo¨lni. Szu¨kse´gu¨nk lesz tova´bba´ egy (re´szben-) rendeze´sre a csu´csokon:
ke´t i, j ∈ V csu´csra i ≤ j, ha a gyo¨ke´rto˝l a j-hez vezeto˝ egye´rtelmu˝ u´t a´thalad i-n.
Si(G)-vel pedig a {j ∈ V : i ≤ j} halmazt jelo¨lju¨k, vagyis azon csu´csok halmaza´t,
melyek i-bo˝l ira´ny´ıtott u´ton ele´rheto˝ek.
6.1. Defin´ıcio´. Egy Γ(V,E, b, c,N) fixfa ha´lo´zat akkor sztenderd, ha az ala´bbi
tulajdonsa´gok teljesu¨lnek:
– A c ko¨ltse´gfu¨ggve´ny nemnegat´ıv sza´mokat rendel az e´lekhez.
– A csu´csokhoz tartozo´ ko¨ltse´gek nulla´k, azaz b(v) = 0 minden v ∈ V esete´n.
– A gyo¨ke´rhez nincs hozza´rendelve egyetlen ja´te´kos sem.
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– Minden v ∈ V leve´lhez (vagyis olyan csu´cshoz, amibo˝l tova´bbi csu´cs ma´r
nem e´rheto˝ el) tartozik legala´bb egy ja´te´kos.
– Ha v ∈ V -t nem birtokolja egyetlen ja´te´kos sem, akkor van legala´bb ke´t
csu´cs, v1 ̸= v2, amikre (v, v1), (v, v2) ∈ E.
– Pontosan egy olyan v ∈ V le´tezik, amire (r, v) ∈ E.
A (V,E) gra´fot a tova´bbiakban G-vel, a Γ(V,E, b, c,N) sztenderd fixfa ha´lo´za-
tot pedig Γ(G, c,N)-nel fogjuk jelo¨lni. A ja´te´kosok ce´lja, hogy a ha´lo´zaton keresz-
tu¨l o¨ssze legyenek ko¨tve a gyo¨ke´rrel. Tekintsu¨nk a fenti pe´lda´t, ahol gazda´lkodo´k
egy csoportja egy ko¨zo¨s csatornarendszeren keresztu¨l szeretne´ ella´tni fo¨ldteru¨leteik
o¨nto¨ze´se´t. Ez a csatornaha´lo´zat egy ponton csatlakozik a fo˝csatorna´hoz, ahonnan
a v´ızella´ta´st fedezni tudja´k, ez lesz a gyo¨ke´rcsu´cs. A felhaszna´lo´k lesznek a gra´f
csu´csai, minden e´l a ha´lo´zatban a gyo¨ke´rto˝l kifele´, a felhaszna´lo´k fele´ van ira´ny´ıtva.
A felhaszna´lo´knak kell fedezniu¨k a gyo¨ke´rto˝l a csu´csaikba ira´nyulo´ u´t ko¨ltse´geit.
Hasonlo´ke´ppen a felhaszna´lo´k egy csoportja, koal´ıcio´ja akkor van o¨sszeko¨tve a
gyo¨ke´rrel, ha a koal´ıcio´ minden egyes tagja ele´rheto˝ a gyo¨ke´rbo˝l ira´ny´ıtott u´ton.
Ekkor a csoport egyu¨ttesen fedezi a re´szgra´fon felle´po˝ o¨sszko¨ltse´get. A koopera-
t´ıv ja´te´kelme´let az ilyen t´ıpusu´ szitua´cio´khoz az (N, vc) kooperat´ıv ko¨ltse´gja´te´kot
rendeli, amire a tova´bbiakban az egyszeru˝se´g kedve´e´rt (N, c) rendezett pa´rke´nt
fogunk hivatkozni.
A gra´fban az S ⊆ N koal´ıcio´ tagjaihoz tartozo´ csu´csokat a gyo¨ke´rrel o¨sszeko¨to˝
egye´rtelmu˝ utak unio´ja´t fa buroknak (vagy to¨rzsnek) nevezzu¨k, e´s S¯-sal jelo¨lju¨k.
A ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s bizony´ıta´sa megtala´lhato´ Koster et al. [13] cikke´ben.
6.1. A´ll´ıta´s. Egy Γ(G, c,N)-hez tartozo´ sztenderd fixfa proble´ma esete´n
fenna´ll az ala´bbi egyenlo˝se´g: c(S) =
∑
v∈S¯
c(ev), minden S ⊆ N esete´n, ahol ev
azt az e´lt jelo¨li, ami a v csu´csot a gyo¨ke´rrel o¨sszeko¨to˝ u´ton a v-re, e´s az o˝t meg-
elo˝zo˝ csu´csra illeszkedik.
A bizony´ıta´s sora´n az egyete´rte´si ja´te´k dua´lisai adja´k a vonatkozo´ ko¨ltse´gja´te´k
reprezenta´cio´ja´nak alapja´t. Ehhez tekintsu¨k az ala´bbi ke´t defin´ıcio´t:




1, ha T ⊆ S
0 ku¨lo¨nben.
Az uT ja´te´kot a T koal´ıcio´hoz tartozo´ egyete´rte´si ja´te´knak nevezzu¨k.
6.3. Defin´ıcio´. Az N ja´te´koshalmazon minden T ∈ 2N \∅, illetve S ⊆ N esete´n
legyen
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u¯T (S) =
{
1, ha T ∩ S ̸= ∅
0 ku¨lo¨nben.
Az u¯T ja´te´kot a T koal´ıcio´hoz tartozo´ egyete´rte´si ja´te´k dua´lisa´nak nevezzu¨k.
Megmutathato´ (Ma´rkus et al. [17]), hogy az egyete´rte´si ja´te´k dua´lisa meg-
egyezik egy megfelelo˝ repu¨lo˝te´r ja´te´kkal. A fentiek seg´ıtse´ge´vel a sztenderd fixfa
proble´ma´hoz tartozo´ ko¨ltse´gja´te´k a ko¨vetkezo˝ke´ppen adhato´ meg:
6.2. A´ll´ıta´s. Legyen Γ(G, c,N) egy sztenderd fixfa proble´ma, ekkor a vonat-




ahol ev azt az e´lt jelo¨li, ami a v csu´csot a gyo¨ke´rrel o¨sszeko¨to˝ u´ton a v-re e´s az o˝t
megelo˝zo˝ csu´csra illeszkedik, Sv(G) pedig a v-bo˝l ira´ny´ıtott u´ton ele´rheto˝ csu´csok
halmaza.
Sztenderd fixfa ja´te´kok esete´n a magro´l a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sokat tudjuk (a bizo-
ny´ıta´sok, illetve tova´bbi reprezenta´cio´k megtala´lhato´k itt: Koster et al. [13]):
– Egy x eloszta´svektor pontosan akkor magbeli, ha x ≥ 0, e´s x(S¯) ≤ c(S¯),
minden S¯ fa-burok esete´n.
– Egy x eloszta´svektor pontosan akkor magbeli, ha x ≥ 0, e´s minden e =






– Egy x eloszta´svektor pontosan akkor magbeli, ha le´tezik y1, . . . , yn, ahol yj




yji c(ej), ∀i ∈ N,
ahol Pi(G) jelo¨li az ira´ny´ıtott fa´ban az i-t a gyo¨ke´rrel o¨sszeko¨to˝ u´ton le´vo˝
csu´csok halmaza´t.
(Itt felh´ıvna´m a figyelmet arra, hogy mag sztenderd defin´ıcio´ja´hoz ke´pest a
ko¨ltse´gja´te´kok esete´n a definia´lo´ rela´cio´k megfordulnak, mivel a mag eredetileg a
”
mine´l nagyobb” kifizete´sekro˝l szo´l, ez pedig nemnegat´ıv ko¨ltse´gfu¨ggve´ny esete´n
”
mine´l kisebb” ko¨ltse´g megvalo´sula´sa´t jelenti.)
6.1. Megjegyze´s. A 3. pont alapja´n egy-egy magbeli megolda´s genera´la´sa egy-
szeru˝ (ld. Koster et al. [13]).
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6.2. Megjegyze´s. Mivel a fixfa proble´ma´k specia´lis ko¨ltse´gja´te´kokhoz vezet-
nek, ı´gy a 4.1. megjegyze´s e´rtelme´ben tudjuk, hogy a magjuk nemu¨res, illetve
a Shapley-e´rte´k magbeli megolda´st ad a vonatkozo´ eloszta´si proble´ma´ra.
A Shapley-e´rte´k fixfa ja´te´kok esete´n a ko¨vetkezo˝, u´n. soros eloszta´si szaba´ly







ahol # jelo¨li az adott halmaz elemsza´ma´t.
Ez olyan szempontbo´l is fontos eredme´ny, hogy amı´g egyes ja´te´koszta´lyok ese-
te´n a Shapley-e´rte´k meghata´roza´sa sza´mı´ta´si szemponto´l bonyolult, addig ebben
a specia´lis esetben, vagyis a fixfa ja´te´kok esete´n a soros eloszta´s szaba´lya alapja´n
ko¨nnyen kisza´molhato´.
6.1. Pe´lda. Tekintsu¨k szemle´ltete´ske´pp az 1. a´bra fixfa ha´lo´zata´t:
1. a´bra. Fixfa proble´ma ha´lo´zata.
A vonatkozo´ ko¨ltse´gja´te´kot az ala´bbi ta´bla´zat adja meg:
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
vc(S) 0 12 5 13 17 25 13 25
Ekkor a ja´te´k Shapley-e´rte´ke: φ(v) = (12; 2, 5; 10, 5).
(Megjegyezne´m, hogy a pe´lda egy nem sztenderd 3 fo˝s fixfa´t a´bra´zol, mivel a
gyo¨ke´r nem egyetlen csu´cshoz kapcsolo´dik. Ez a bemutatott algoritmusok tekin-
tete´ben nem releva´ns, azonban a gyo¨ke´r uta´n egy senki a´ltal sem birtokolt plusz
csu´cs, illetve ke´t 0 e´rte´ku˝ e´l hozza´ve´tele´vel sztenderdde´ teheto˝, ha erre az alkal-
maza´s miatt felte´tlen szu¨kse´g van.)
A nukleolusz kisza´mola´sa esete´n ugyanaz a proble´ma, mint a Shapley-e´rte´kne´l,
a´ltala´nossa´gban bonyolult. Fixfa ja´te´kok esete´n azonban a ko¨vetkezo˝, u´n. festo˝al-
goritmussal ko¨nnyen sza´molhato´ (ld. pe´lda´ul Borm et al. [6] vagy Maschler et al.
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[18]). Tegyu¨k fel, hogy a fa csu´csai ha´zak, az e´lek pedig utak, amik a ha´zakat ko¨tik
be a ko¨zo¨sse´gi ha´zhoz, ami a gyo¨ke´r. Az e´lek ko¨ltse´ge azt mutatja, hogy egyetlen
munka´s (akit a tulajdonos felbe´rel) ha´ny o´ra alatt tudja megfesteni az adott u´tsza-
kaszon az u´t felfeste´seit. A ha´zakto´l indulo´ feste´si megolda´st a ko¨vetkezo˝ szaba´lyok
alapja´n kaphatjuk meg:
1. Minden munka´s azonos sebesse´ggel fest.
2. Minden munka´s ege´szen addig dolgozik, amı´g az otthona´to´l a ko¨zo¨sse´gi ha´zig
vezeto˝ u´ton nincs ke´szen a felfeste´s.
3. Minden munka´s egy, az otthona e´s a ko¨zo¨sse´gi ha´z ko¨zo¨tt vezeto˝ befejezetlen
u´tszakaszon dolgozik.
4. Amennyiben egy szakasz a munka´s, e´s a fa´ban az o˝t megelo˝zo˝ lako´ ko¨zo¨tt
nincs ke´sz, a munka´snak azon a szakaszon kell dolgoznia.
5. Minden munka´s a hozza´ legko¨zelebbi szakaszokon dolgozik az 1-4 pontok
szerint.
A 6.1. pe´lda esete´n ez azt jelenti, hogy az 1-es ja´te´kos dolgozik az elo˝tte le´vo˝
e´len, mı´g a 2-es, 3-as a 2-es elo˝tti e´len, mindha´rom fejenke´nt 2,5 o´ra´t. Ezt ko¨veto˝en
a 2-es ja´te´kos ve´gzett, az 1-es tova´bb fest me´g 9,5 o´ra´t a saja´t szakasza´n, a 3-as
pedig folytatja a munka´t az elo˝tte le´vo˝ e´len 8 o´ra´n a´t. I´gy a ja´te´k nukleolusza
(12; 2,5; 10,5), ami ebben az esetben megegyezik a Shapley-e´rte´kkel.
A festo˝algoritmust egy, a ko¨zo¨sse´gi ha´zto´l indulo´ megolda´s szerint mo´dos´ıt-
hatjuk u´gy, hogy a 4-es pontot elhagyjuk, az 5-o¨st pedig ı´gy mo´dos´ıtjuk: minden
munka´s a ko¨zo¨sse´gi ha´zhoz legko¨zelebbi szakaszokon dolgozik az 1-3 pontok szerint.
Ebben az esetben a mo´dos´ıta´s eredme´nyeke´pp e´ppen a Shapley-e´rte´ket kapjuk.
A fixfa ja´te´kok egyik a´ltala´nos´ıta´sa az u´n. FMP-ja´te´kok (fixed tree games
with multilocated players), ahol egy-egy ja´te´kos to¨bb csu´csot is birtokolhat, ı´gy
alternat´ıv leheto˝se´gei vannak a gyo¨ke´rcsu´ccsal valo´ o¨sszeko¨ttete´sre. Ezekro˝l a
ja´te´kokro´l bo˝vebben Hamers et al. [12] cikke´ben olvashatunk. A szerzo˝k azt is
megmutatja´k, hogy egy FMP-ja´te´k magja megegyezik a vonatkozo´ szubmodula´ris
sztenderd fixfa ja´te´k magja´val.
Bjørndal et al. [5] cikku¨kben olyan sztenderd fixfa ja´te´kot vizsga´ltak, ahol a
ja´te´kosokhoz hozza´ vannak rendelve bizonyos su´lyok (pl. o¨nto¨ze´si rendszer esete´n
a felhaszna´lt v´ızmennyise´g stb). A festo˝algoritmus a´ltala´nos´ıta´sake´nt definia´lja´k
az u´n. su´lyozott festo˝algoritmust, mindke´t (ha´zakto´l, illetve a ko¨zo¨sse´gi ha´zto´l
indulo´) ira´nyban. Megmutatta´k, hogy az ı´gy kapott ke´t megolda´s az u´n. su´lyozott
Shapley-e´rte´ket, illetve a nukleolusz egy a´ltala´nos´ıta´sa´t adja eredme´nyu¨l.
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7. Alkalmaza´sok
7.1. Fenntarta´si vagy o¨nto¨ze´si ja´te´kok
A fixfa ja´te´kok egy elterjedt alkalmaza´si teru¨lete az u´n. fenntarta´si ja´te´kok (ma-
intenance games). Ezek olyan szitua´cio´kat ı´rnak le, ahol ja´te´kosok, felhaszna´lo´k
egy csoportja egy fixfa ha´lo´zaton keresztu¨l kapcsolo´dik egy bizonyos szolga´ltato´hoz
(ez a fa gyo¨ke´rcsu´csa). A ha´lo´zat minden e´le´nek adott a fenntarta´si ko¨ltse´ge, a
ke´rde´s pedig az, hogy mike´nt osszuk el
”
igazsa´gosan” a teljes ha´lo´zat fenntarta´si
ko¨ltse´ge´t (ami az e´leken vett ko¨ltse´gek o¨sszege) a felhaszna´lo´k ko¨zo¨tt.
Egy keve´sbe´ elterjedt elneveze´s ugyanezen fixfa ja´te´kokra az u´n. o¨nto¨ze´si ja´-
te´kok (irrigation games), melyek egy konkre´t v´ızgazda´lkoda´si proble´ma´hoz kap-
csolo´dnak. Gazda´lkodo´k egy csoportja egy ko¨zo¨s csatornarendszerbo˝l (ha´lo´zatbo´l)
fedezi a fo¨ldjeik o¨nto¨ze´se´t, amely egy kitu¨ntetett ponton (gyo¨ke´r-csu´cs) csatlako-
zik a fo˝csatorna´hoz. Ennek a ha´lo´zatnak a ko¨ltse´geit szinte´n a gazda´lkodo´k ko¨zo¨tt
kell elosztani. Aadland e´s Kolpin [1] 25 Montana a´llambeli csatornarendszert vizs-
ga´lt, ahol az adott szitua´cio´kban ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ t´ıpusu´ ko¨ltse´geloszta´si mo´dszert
alkalmaztak az ottani gazda´lkodo´k. Az egyik az a´tlag szerinti eloszta´sok, a ma´sik
a soros eloszta´sok t´ıpusa. Az elso˝ esete´n az o¨sszko¨ltse´get egyenlo˝en osztotta´k fel a
gazda´lkodo´k ko¨zo¨tt. E´rezzu¨k azonban, hogy ez nem minden szempontbo´l igazsa´-
gos, pe´lda´ul ha valaki a ha´lo´zat eleje´n van, nem haszna´lja ugyanolyan me´rte´kben
a rendszert, mint valaki a ha´lo´zat legve´ge´n. A soros eloszta´si elv szerint minden
egyes csatornaszakasz ko¨ltse´ge´t egyenlo˝en kell sze´tosztani azon felhaszna´lo´k ko¨-
zo¨tt, akik az adott szakaszt haszna´lja´k. Egy-egy ja´te´kos pedig az a´ltala haszna´lt
csatornaszakaszok uta´ni szakaszonke´nti ko¨ltse´gek o¨sszege´t fizeti. A soros eloszta´si
elv rendelkezik az u´n. szubvencio´mentesse´gi tulajdonsa´ggal, ami azt jelenti, hogy
ebben az eloszta´sban senki nem fizet to¨bbet, mint amennyit akkor kellene fizetnie,
ha a ha´lo´zat csak belo˝le a´llna. Vagyis u´gymond nem
”
ta´mogatja”a to˝le ha´tre´bb el-
helyezkedo˝ket. Littlechild e´s Owen [15] azt is megmutatta´k, hogy a soros eloszta´si
elv szerinti megolda´s fixfa ha´lo´zatok esete´n megyezik a Shapley-e´rte´kkel.
Aadland e´s Kolpin [2] azt is vizsga´lta´k, hogy mik azok a ko¨rnyezeti, geogra´fiai
te´nyezo˝k, amik esetleg egy-egy csatornarendszert az alkalmazott ko¨ltse´geloszta´si
elv kiva´laszta´sa´ban befolya´soltak. A soros e´s a´tlag szerinti ko¨ltse´geloszta´sok to-
va´bbi tulajdonsa´gait fixfa´k esete´ben pedig to¨bbek ko¨zo¨tt Kova´cs e´s Radva´nyi [14]
vizsga´lta.
7.2. Folyo´eloszta´si, illetve folyo´tiszt´ıta´si proble´ma´k
Bizonyos szempontbo´l a fixfa ja´te´kok ala´ sorolhato´ak a folyo´eloszta´si, illetve
a folyo´tisz´ıta´si proble´ma´k modelleze´se´re szolga´lo´ ja´te´kok is. Alapveto˝en egy spe-
cia´lis fixfa ja´te´kro´l van szo´, ahol a fa egyetlen u´tbo´l (la´nc) a´ll. Adott egy folyo´,
e´s a folyo´ mente´n elhelyezkedo˝ ja´te´kosok, ezek lehetnek orsza´gok, va´rosok, folyo´
menti va´llalatok stb. A folyo´ menti elhelyezkede´su¨k pedig definia´l egy terme´sze-
tesen ado´do´ sorrendet a ja´te´kosok ko¨zo¨tt, a folyo´ sodra´sa mente´n, i < j jelenti,
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hogy az i ja´te´kos a j-hez ke´pest a folyo´ mente´n feljebb helyezkedik el. Adott
egy to¨ke´letesen oszthato´ jo´sza´g, a pe´nz, illetve a folyo´bo´l kinyerheto˝ v´ızmennyi-
se´g, amit a ja´te´kosok egy hasznossa´gi fu¨ggve´ny szerint e´rte´kelnek. A folyo´eloszta´si
proble´ma´k esete´n pl. nemzetko¨zi viszonylatban elmondhato´, hogy egy-egy orsza´g
a saja´t folyo´szakasza´n bizonyos szempontbo´l teljhatalommal rendelkezik a folyo´
vize felett. Az alatta le´vo˝knek nem mindegy, hogy milyen e´s mennyi vizet enged
tova´bb az orsza´g, ugyanakkor neki sem mindegy, hogy a felette le´vo˝ orsza´gok hogy
rendelkeznek a folyo´val az o˝t megelo˝zo˝ szakaszon. Nemzetko¨zi egyezme´nyek men-
te´n lehet ezeket a ke´rde´seket szaba´lyozni, ezek modellbe valo´ bee´p´ıte´se ma´r kile´p
a fixfa ja´te´kok eddig ta´rgyalt ko¨re´bo˝l. Ambec e´s Sprumont [4] cikke´ben a szerep-
lo˝k (orsza´gok) folyo´ menti elhelyezkede´se hata´rozza meg a v´ızmennyise´get, amit
kontrolla´lnak, e´s a jo´le´tet, amit eza´ltal biztos´ıtani tudnak maguknak. Ambec e´s
Ehlers [3] azt vizsga´lta´k, hogy mike´nt lehet hate´konyan elosztani egy folyo´t a kap-
csolo´do´ orsza´gok ko¨zo¨tt. Megmutatta´k, hogy az egyu¨ttmu˝ko¨de´sbo˝l pozit´ıv mo´don
profita´lnak az abban re´sztvevo˝k, illetve megadta´k, hogy mike´nt lehet a profitot
elosztani.
A folyo´tiszt´ıta´si proble´ma´k esete´n hasonlo´ a kiindula´si struktu´ra. Adott a folyo´,
ennek mente´n az orsza´gok (va´llalatok, gya´rak stb), illetve a szennyeze´s me´rte´ke,
amit az egyes szereplo˝k kibocsa´jtanak. A folyo´ minden egyes szakasza´n adottak
a tiszt´ıta´si ko¨ltse´gek is, ı´gy a ke´rde´s az lesz, hogy ezeket a tiszt´ıta´si ko¨ltse´ge-
ket hogyan ossza´k fel egyma´s ko¨zo¨tt. Mivel a folyo´ mente´n feljebb elhelyezkedo˝k
szennyeze´se befolya´solja a szennyezettse´get, e´s eza´ltal a tiszt´ıta´si ko¨ltse´get az uta´-
nuk le´vo˝ szakaszokon is, ı´gy egy egyetlen u´tbo´l a´llo´ fixfa struktu´ra´t kapunk. Ni e´s
Wang [20] ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ aspektusbo´l vizsga´lta´k a tiszt´ıta´si ko¨ltse´gek eloszta´sa´nak
ke´rde´se´t. Nemzetko¨zi szinten ke´t doktr´ına le´tezik, az abszolu´t teru¨leti szuvere-
nita´s, illetve a hata´rokon felu¨li teru¨leti integrita´s. Az elso˝ e´rtelme´ben az adott
orsza´gnak teljes szuverenita´sa van a teru¨lete´n belu¨li folyo´szakasz felett, a ma´sodik
szerint pedig egyetlen orsza´gnak sincs joga a terme´szeti adottsa´gok megva´ltoz-
tata´sa´hoz, a szomsze´dos orsza´gok ka´ra´ra. Ezen ke´t doktr´ına figyelembeve´tele´vel
azt vizsga´lta´k, hogy milyen eloszta´si mo´dszerek adottak a folyo´tiszt´ıta´si ko¨ltse´-
gek eloszta´sakor, e´s ezek milyen tulajdonsa´gokkal rendelkeznek. Megmutatta´k,
hogy mindke´t esetben adott egy-egy eloszta´si mo´dszer, amely a megfelelo˝ koope-
rat´ıv ja´te´kban megegyezik a Shapley-e´rte´kkel. Ebbo˝l kiindulva Go´mez–Ru´a [10]
azt vizsga´lta, hogy a tiszt´ıta´si ko¨ltse´g bizonyos ko¨rnyezeti ado´k figyelembeve´te-
le´vel hogyan oszthato´ sze´t. Mik azok az elva´rt tulajdonsa´gok, amelyeket valo´s
szitua´cio´kban orsza´gok ado´za´si strate´gia´ja´ban elo˝´ırnak, e´s ezek hogyan implemen-
ta´lhato´ak a konkre´t modellek esete´n. Megvizsga´lta, hogy adott eloszta´si strate´gia´k
mely tulajdonsa´gokkal karakteriza´lhato´k, e´s megmutatta, hogy az egyik eloszta´si
szaba´ly megegyezik a vonatkozo´ ja´te´k su´lyozott Shapley-e´rte´ke´vel.
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8. O¨sszefoglala´s
A cikkben a kooperat´ıv ja´te´kelme´let alapfogalmainak bemutata´sa´n tu´l defini-
a´ltuk a fixfa ja´te´kok oszta´lya´t. Ezen specia´lis ja´te´koszta´ly olyan gazdasa´gi szi-
tua´cio´k modelleze´se´ben nyu´jt seg´ıtse´get, amelyek fa struktu´ra´ju´ gra´fokkal repre-
zenta´lhato´k. Pe´lda´ul egy csatornaha´lo´zat esete´n a felhaszna´lo´k egy fa struktu´ra´-
ju´ ha´lo´zaton keresztu¨l jutnak v´ızhez. Ennek a ha´lo´zatnak a kitu˝ntetett pontja
(a fa gyo¨kere) a szolga´ltato´, a to¨bbi csu´csai pedig a felhaszna´lo´k. A ha´lo´zat e´lei,
illetve az azokon definia´lt ko¨ltse´gek jelzik az egyes felhaszna´lo´k ha´lo´zathoz valo´
kapcsolo´da´sa´t, illetve a ha´lo´zat kie´p´ıte´se´nek vagy a szolga´ltata´s ige´nybeve´tele´nek
ko¨ltse´ge´t. Egy-egy ilyen ha´lo´zat mu˝ko¨de´sekor felmeru¨l az a terme´szetes ke´rde´s,
hogy a fenna´llo´ ko¨ltse´geket hogyan ossza´k sze´t
”
igazsa´gosan” az egyes szereplo˝k
ko¨zo¨tt. Megmutattuk, hogy a proble´ma´hoz kapcsolo´do´ fixfa ja´te´kok esete´n mindig
le´tezik olyan eloszta´s, ami egye´ni e´s koal´ıcio´s szinten is elfogadhato´, specia´lisan
ez azt jelenti, hogy a vonatkozo´ ja´te´k magja mindig nemu¨res. Bemutattunk ke´t
elterjedt eloszta´si megolda´st, a Shapley-e´rte´ket, illetve a nukleoluszt (ami mindig
magbeli.) A Shapley-e´rte´k nem felte´tlenu¨l ad magbeli megolda´st, viszont olyan
tulajdonsa´gokkal rendelkezik, amelyek sok esetben intuit´ıv mo´don elva´rtak adott
eloszta´si ke´rde´s megolda´sa esete´n. A nukleolusszal szemben pedig akkor is le´tezik,
amikor az adott ja´te´kban a mag u¨res, vagyis ebben az esetben is bizonyos
”
igaz-
sa´gossa´gi” felte´teleknek eleget tevo˝ megolda´ssal tudunk szolga´lni. A fixfa ja´te´kok
esete´n viszont a Shapley-e´rte´k is mindig magbeli, esetenke´nt megegyezik a nukle-
olusszal. Sza´mı´ta´si szempontbo´l a´ltala´ban mindke´t megolda´s bonyolult, azonban
a fixfa ja´te´kok oszta´lya´n mindke´t esetben le´tezik olyan algoritmus, amellyel ha-
te´konyan sza´molhato´. Az, hogy adott szitua´cio´ban melyik megolda´st e´rdemes
va´lasztani, a konkre´t proble´ma´to´l fu¨gg. Mindke´t megolda´snak vannak olyan tulaj-
donsa´gai, amelyek miatt bizonyos esetekben elo˝nyo¨sebbek, ezt a konkre´t helyzetre
vonatkozo´an kell kie´rte´kelni.
A cikk az elme´leti alapok uta´n az utolso´ fejezetben olyan alkalmaza´si lehe-
to˝se´geket mutat be, amelyek valo´s v´ızgazda´lkoda´si proble´ma´khoz ko¨theto˝ek. Az
o¨nto¨ze´ses gazda´lkoda´s teru¨lete´ro˝l sza´rmazo´ proble´ma esete´n egy csatornarendszer
fenntarta´si e´s mu˝ko¨de´si ko¨ltse´geit kell sze´tosztani, a folyo´tiszt´ıta´si proble´ma esete´n
pedig a folyo´szennyeze´s kapcsa´n felmeru¨lo˝ tiszt´ıta´si ko¨ltse´geket. Terme´szetesen az
alkalmaza´si leheto˝se´gek ko¨re enne´l jo´val sze´lesebb, sza´mos olyan valo´s gazdasa´gi
(e´s nemcsak gazdasa´gi) proble´ma le´tezik, ami ha´lo´zattal reprezenta´lhato´, e´s va-
lamilyen eloszta´si (ko¨ltse´g, beve´tel, haszon stb.) ke´rde´st vet fel. A cikk ce´lja az
volt, hogy a kooperat´ıv ja´te´kelme´let seg´ıtse´ge´vel egy olyan eszko¨zta´rat mutasson
be, ami elo˝seg´ıti a modelleze´st, e´s specia´lis eloszta´si proble´ma´k (fixfa struktu´ra´k)
esete´ben jo´l sza´molhato´ megolda´sokat szolga´ltat.
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ALKUHALMAZOK E´S A MAG EGYBEESE´SE
SOLYMOSI TAMA´S
A kooperat´ıv ja´te´kok legto¨bbet vizsga´lt halmaze´rte´ku˝ megolda´sa a mag,
ami azt az alapveto˝ stabilita´si ko¨vetelme´nyt fogalmazza meg, hogy a nagyko-
al´ıcio´ e´rte´ke´t mindegyik koal´ıcio´ sza´ma´ra elfogadhato´ mo´don kell sze´tosztani.
Mivel sok ja´te´kban nem le´tezik ennyire stabil eloszta´s, olyan megolda´si kon-
cepcio´kra is szu¨kse´g van, amelyek akkor sem u¨resek, amikor a mag u¨res. A
szakirodalomban tala´lhato´ sza´mos magkiterjeszte´s ko¨zu¨l itt csak az alkuhal-
mazok keru¨lnek ter´ıte´kre, azok ko¨zu¨l is csak a legismertebbek. A ku¨lo¨nfe´le
alkuhalmazok ko¨zo¨s jellemzo˝je, hogy a magbelieken k´ıvu¨l olyan, a magon
k´ıvu¨li eloszta´sokat is megengednek, amelyekne´l egy koal´ıcio´ kiva´la´sa´t az el-
lene´rdekelt ja´te´kosok meg tudja´k hiu´s´ıtani ne´ha´ny kiva´lni sza´nde´kozo´ ja´te´kos
kifizete´se´nek megemele´se´vel. A dolgozat bevezeto˝ jellegu˝ a´ttekinte´st k´ıva´n
nyu´jtani a klasszikus, a reakt´ıv, a szemireakt´ıv e´s a Mas-Colell-fe´le alku-
halmaz e´s a mag egybeese´se´re vonatkozo´ ismert eredme´nyekro˝l, kiege´sz´ıtve
ne´ha´ny u´j e´szreve´tellel.
1. Bevezete´s
A ja´te´kelme´let ta´rgya a to¨bbszereplo˝s interakt´ıv do¨nte´si helyzetek matemati-
kai modelleze´se e´s vizsga´lata. A szereplo˝k (ja´te´kosok) szuvere´n do¨nte´shozo´k, akik
a sza´mukra adott cselekve´si leheto˝se´gek ko¨zu¨li va´laszta´ssal valamilyen me´rte´k-
ben befolya´solni tudja´k a do¨nte´si helyzet (ja´te´k) kimenetele´t, s eza´ltal nemcsak
a saja´t magukra, hanem a to¨bbi re´sztvevo˝re vonatkozo´ ko¨vetkezme´nyeket is. Ez
a szereplo˝k ko¨zo¨tt fenna´llo´ ko¨lcso¨no¨s fu¨ggo˝se´g szinte valamennyi gazdasa´gi, ta´r-
sadalmi do¨nte´si helyzet alapveto˝ jellemzo˝je, eze´rt e´rtheto˝, hogy az ilyen szitu-
a´cio´k absztrakt vizsga´lata´nak fo˝ motiva´lo´ forra´sa, illetve alkalmaza´si teru¨lete a
ko¨zgazdasa´g-tudoma´ny, illetve ta´gabban a ta´rsadalomtudoma´nyok. A formaliza´lt
modellek elemze´se ugyanakkor matematikai eszko¨zo¨kkel to¨rte´nik.
A ja´te´kelme´letet szoka´s ke´t fo˝, egyma´sto´l szigoru´an el nem va´laszthato´ teru¨-
letre osztani. A legegyszeru˝bb, a ke´t raciona´lis do¨nte´shozo´ ko¨zo¨tti antagonisztikus
konfliktust le´ıro´ nemkooperat´ıv modell elemze´se mellett a teru¨let alapvete´se´nek
e´s ne´vado´ja´nak sza´mı´to´ ko¨nyvu¨kben Neumann e´s Morgenstern [26] elso˝sorban a
hate´konysa´gno¨vele´s a´ltal motiva´lt do¨nte´shozo´k ko¨zo¨tti egyu¨ttmu˝ko¨de´s ke´rde´seit
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vizsga´lta´k. Egy ja´te´kot kooperat´ıvnak tekintu¨nk, ko¨vetve a Nobel-d´ıjas Harsa´nyi
Ja´nos meghata´roza´sa´t [14], ha a ja´te´kosok ko¨zo¨tti egyeztete´sek uta´n a felek sza´-
ma´ra ko¨telezo˝ e´rve´nyu˝ mega´llapoda´sok (binding agreement) szu¨let(het)nek. Ilyen-
kor a ja´te´k lefolya´sa´nak re´szleteit e´s az egyes ja´te´kosok strate´giai megfontola´sait
ha´tte´rbe szor´ıtja´k az egyes koal´ıcio´k a´ltal ele´rheto˝ kimenetelek meghata´roza´sa´ra,
illetve az egyu¨ttmu˝ko¨de´s hozade´ka´nak sze´toszta´sa´ra vonatkozo´ ke´rde´sek.
A kooperat´ıv modellek to¨bb alapkatego´ria´ba sorolhato´k. Az elso˝ va´laszto´vonal
az, hogy az adott szitua´cio´ban le´tezik-e, vagy sem, egy olyan
”
pe´nzszeru˝ terme´k”
(side-payment) aminek a´tada´sa´val az egye´ni hasznossa´gok egyma´s ko¨zo¨tt a´tru-
ha´zhato´k. Pe´lda´ul a klasszikus pa´ros´ıta´si modellekben a szereplo˝knek csak sor-
rendi preferencia´ik vannak, mert a vizsga´lt helyzetek (felve´teli, vesecsere) esetleg
kimondottan tiltja´k a ja´te´kosok ko¨zo¨tti ba´rmife´le pe´nzbeli kompenza´cio´t. Az a´t-
ruha´zhato´ hasznossa´gokat felte´telezo˝ modellek tova´bb bonthato´k aszerint, hogy az
a´tadott
”
pe´nzszeru˝ terme´k”minden re´sztvevo˝ sza´ma´ra minden esetben azonos e´rte´-
ket jelent-e. Amennyiben az egye´ni hasznossa´gska´la-egyse´gek azonosak, a´tva´lthato´
hasznossa´gu´ (transferable utility) kooperat´ıv ja´te´kro´l besze´lu¨nk. Ilyenkor az egye´-
ni hasznossa´gok o¨sszehasonl´ıthato´k, so˝t o¨sszeadhato´k, ı´gy e´rtelmezheto˝ az egyes
koal´ıcio´k
”
e´rte´ke” is. Neumann e´s Morgenstern [26] o´ta az a´tva´lthato´ hasznossa´gu´
kooperat´ıv alapmodellben egy koal´ıcio´ e´rte´ke´nek a tagjai a´ltal (a koal´ıcio´ban re´szt
nem vevo˝ ja´te´kosok do¨nte´seito˝l fu¨ggetlenu¨l) ele´rheto˝ legnagyobb o¨sszhasznossa´got
szoka´s tekinteni. A ko¨zponti ke´rde´s pedig a koal´ıcio´ a´ltal ele´rt o¨sszhaszonnak a
tagok ko¨zo¨tti u´jraeloszta´sa.
Itt csak a´tva´lthato´ hasznossa´gu´ kooperat´ıv ja´te´kok megolda´saival foglalkozunk,
eze´rt a tova´bbiakban (kooperat´ıv) ja´te´k alatt mindig ilyen ja´te´kot e´rtu¨nk. A c´ım-
ben jelzett halmaze´rte´ku˝ megolda´sok egybeese´se´nek ko¨ru¨lme´nyeit vizsga´ljuk. A
mag (core), illetve a ku¨lo¨nfe´le alkuhalmazok (bargaining sets) mindegyike vala-
milyen stabilita´si ko¨vetelme´nyt testes´ıt meg. Amikor teha´t ezen megolda´sok kap-
csolata´t vizsga´ljuk, tulajdonke´ppen a mo¨go¨ttes stabilita´si tulajdonsa´gok viszonya´t
elemezzu¨k.
2. Alapok
Egy kooperat´ıv ja´te´k alatt az (N, v) pa´rt e´rtju¨k, ahol N a ja´te´kosok ve´ges,
nemu¨res halmaza, e´s v : 2N → R a koal´ıcio´s fu¨ggve´ny, ami mindegyik S ⊆ N
koal´ıcio´ra megadja annak v(S) e´rte´ke´t (a tagjai egyu¨ttmu˝ko¨de´se a´ltal ele´rheto˝
maxima´lis o¨sszhasznossa´got). Defin´ıcio´ szerint v(∅) = 0. Az (N, v) ja´te´k szuper-
addit´ıv, ha tetszo˝leges S ∩ T = ∅ koal´ıcio´kra v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) teljesu¨l, e´s
gyenge´n szuperaddit´ıv, ha az egyenlo˝tlense´get csak egyelemu˝ T -vel ko¨vetelju¨k meg.
A szuperaddit´ıv ja´te´kok az olyan kooperat´ıv helyzetek modelljei, ahol a ko¨zo¨s tagot
nem tartalmazo´ koal´ıcio´k egyu¨ttmu˝ko¨de´se csak elo˝nnyel ja´rhat. Amennyiben ez a
”
pozit´ıv szinergia” csak a nagykoal´ıcio´t eredme´nyezo˝ egyu¨ttmu˝ko¨de´sekne´l jo¨n biz-
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tosan le´tre, azaz ha tetszo˝leges N = N1 ∪ . . . ∪Nk part´ıcio´ra
v(N1) + . . .+ v(Nk) ≤ v(N)
teljesu¨l, a ja´te´kot kohe´z´ıvnek h´ıvjuk. Amikor ezt a kohe´zio´s egyenlo˝tlense´get a
nagykoal´ıcio´nak csak az olyan part´ıcio´ito´l va´rjuk el, amelyekben legfeljebb egy
koal´ıcio´ nem egyelemu˝, azaz ha tetszo˝leges S ⊆ N -re v(S) +∑j∈N\S v(j) ≤ v(N)
teljesu¨l, a ja´te´kot gyenge´n kohe´z´ıvnek mondjuk. Egy szuperaddit´ıv ja´te´k nyilva´n
kohe´z´ıv is, egy gyenge´n szuperaddit´ıv ja´te´k pedig gyenge´n kohe´z´ıv is.
Az (N, v) ja´te´k egy megolda´s a´n a ja´te´kosok egye´ni re´szesede´se´t tartalmazo´
x = (xi : i ∈ N) ∈ RN kifizete´s-vektort e´rtju¨k, amire azt mondjuk, hogy
– sze´toszta´s, ha x(N) = v(N);
– eloszta´s, ha sze´toszta´s, e´s xi ≥ v(i) minden i ∈ N -re;
– mag-eloszta´s, ha sze´toszta´s, e´s x(S) ≥ v(S) minden S ⊂ N -re,
ahol x(S) :=
∑
i∈S xi jelo¨li az S ⊆ N koal´ıcio´ o¨sszkifizete´se´t. Azt mondjuk,
hogy az y kifizete´svektor az S koal´ıcio´ a´ltal domina´lja az x kifizete´s-vektort, ha
y(S) ≤ v(S), e´s yi > xi minden i ∈ S-re. Nyilva´nvalo´, hogy az x csak akkor
domina´lhato´ az S-en keresztu¨l, ha az ex(S) = v(S)−x(S) to¨bblet pozit´ıv, e´s mine´l
nagyobb ez a to¨bblet, az S anna´l
”
ele´gedetlenebb” az x megolda´ssal.
Vizsga´latainkban szinte kiza´ro´lag eloszta´sokra szor´ıtkozunk, halmazukat Im
jelo¨li (imputations). Ko¨nnyen ado´dik, hogy tetszo˝leges (N, v) ja´te´kra,




Szuperaddit´ıv (gyenge´n szuperaddit´ıv / kohe´z´ıv / gyenge´n kohe´z´ıv) ja´te´kokban ez
az egyenlo˝tlense´g nyilva´n teljesu¨l, az eloszta´sok halmaza ilyenkor teha´t nem u¨res.
2.1. A mag
A mag eloszta´sok halmaza a mag, jelo¨le´se Co (core). Bela´thato´, hogy szuper-
addit´ıv (gyenge´n szuperaddit´ıv / kohe´z´ıv / gyenge´n kohe´z´ıv) ja´te´kokban a mag
azonos a semmilyen eloszta´s a´ltal sem domina´lt eloszta´sok halmaza´val. Nyilva´n
minden ja´te´kban Co ⊆ Im. A mag nemu¨resse´ge is eldo¨ntheto˝ az (1)-ben sze-
replo˝ho¨z hasonlo´ linea´ris egyenlo˝tlense´gek elleno˝rze´se´vel, de ehhez sokkal to¨bb e´s
jo´val o¨sszetettebb egyenlo˝tlense´gnek kell teljesu¨lnie. A re´szletek ta´rgyala´sa ne´lku¨l
azt mondjuk, hogy egy ja´te´k kiegyensu´lyozott, ha a magja nem u¨res, e´s teljesen
kiegyensu´lyozott, ha ba´rmelyik koal´ıcio´hoz tartozo´ re´szja´te´ka is kiegyensu´lyozott.
Ro¨gto¨n ado´dik, hogy minden teljesen kiegyensu´lyozott ja´te´k szuperaddit´ıv, e´s min-
den kiegyensu´lyozott ja´te´k kohe´z´ıv.
Ke´tszeme´lyes ja´te´kokban Co = Im, hiszen a nagykoal´ıcio´n k´ıvu¨l csak egy-
szeme´lyes koal´ıcio´k vannak, az eloszta´sok e´s a mag eloszta´sok teha´t ugyanazok.
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Az (1) alatti jellemze´s tu¨kre´ben kapjuk, hogy a (gyenge´n) kohe´z´ıv / szuperaddit´ıv
esetben Co = Im ̸= ∅, egye´bke´nt viszont Co = Im = ∅.
A legala´bb ha´romszeme´lyes ja´te´kok halmaza´n a szuperadditivita´s se nem szu¨k-
se´ges, se nem ele´gse´ges felte´tele a kiegyensu´lyozottsa´gnak. Ismeretes pe´lda´ul, hogy
egy ha´romszeme´lyes szuperaddit´ıv ja´te´kban (so˝t gyenge´n szuperaddit´ıv / kohe´z´ıv /
gyenge´n kohe´z´ıv ja´te´kban is)
Co(v) ̸= ∅ ⇐⇒ v(ij) + v(ik) + v(jk)
2
≤ v(ijk). (2)
Ma´sre´szt nyilva´n kiegyensu´lyozott (teha´t (gyenge´n) kohe´z´ıv), de nem (gyenge´n)
szuperaddit´ıv az a ha´romszereplo˝s ja´te´k, amelyben minden koal´ıcio´ e´rte´ke 0, kive´ve
egy ke´tszeme´lyes koal´ıcio´t, aminek viszont negat´ıv az e´rte´ke.
A mag a kooperat´ıv ja´te´kok legto¨bbet vizsga´lt halmaze´rte´ku˝ megolda´sa. Azt a
nagyon intuit´ıv stabilita´si ko¨vetelme´nyt fogalmazza meg, hogy a ja´te´k megolda´sa´-
nak olyan mo´don kell a nagykoal´ıcio´ e´rte´ke´t sze´tosztania, ami mindegyik koal´ıcio´
sza´ma´ra elfogadhato´, ma´ske´ppen, ami egyetlen koal´ıcio´n keresztu¨l sem domina´lha-
to´. Mivel sok ja´te´kban nem le´tezik ennyire stabil eloszta´s, szu¨kse´g van olyan meg-
olda´si koncepcio´kra is, amelyek akkor sem u¨resek, amikor a mag u¨res. A Neumann
e´s Morgenstern [26] a´ltal leginka´bb vizsga´lt u´n. konstans o¨sszegu˝ ja´te´kokban pe´l-
da´ul a mag csak a koopera´cio´ szempontja´bo´l e´rdektelen (addit´ıv) esetben nem u¨res,
eze´rt o˝k a stabil halmazokat tekintette´k a modell megolda´sa´nak. Az irodalomban
fellelheto˝ sza´mtalan egye´b magkiterjeszte´s ko¨zu¨l mi itt csak az egyik legelso˝t, az
Aumann e´s Maschler [2] a´ltal javasolt alkuhalmazokat ta´rgyaljuk.
2.2. A klasszikus alkuhalmaz
Az alkuhalmazok ko¨zo¨s jellemzo˝je, hogy olyan domina´lt (magon k´ıvu¨li) eloszta´-
sokat is megengednek, amelyekne´l egy koal´ıcio´ kiva´la´si sza´nde´ka´t az ellene´rdekelt
ja´te´kosok meg tudja´k hiu´s´ıtani ne´ha´ny kiva´lni sza´nde´kozo´ ja´te´kos kifizete´se´nek
megemele´se´vel. A mo¨go¨ttes alkufolyamat re´szletei, s ı´gy az azt tu´le´lo˝ eloszta´s-
halmazok is nagyon sokfe´le´k lehetnek. Az Aumann e´s Maschler [2] a´ltal felvetett
sza´mos va´ltozat ko¨zu¨l az a t´ıpus keru¨lt a vizsga´latok fo´kusza´ba, amelyro˝l Davis e´s
Maschler [5], [6] bebizony´ıtotta´k, hogy amennyiben a ja´te´kban vannak eloszta´sok,




Legyen (N, v) egy nemu¨res eloszta´shalmazzal rendelkezo˝ ja´te´k (la´sd (1)). Azt
mondjuk, hogy az x ∈ Im eloszta´sna´l az (S, y) pa´r az i ja´te´kosnak a j ( ̸= i)
ja´te´kossal szembeni kontra´ja (objection), ha
S ⊂ N, i ∈ S ̸∋ j, y ∈ RS , y(S) = v(S), yk > xk ∀k ∈ S-re.
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Az i ja´te´kos j-vel szembeni (S, y) kontra´ja´ra a j ja´te´kos rekontra´ja (counter-
objection) a (T, z) pa´r, ha
T ⊂ N, j ∈ T ̸∋ i, z ∈ RT , z(T ) = v(T ),
zk ≥ yk ∀k ∈ T ∩ S-re, zk ≥ xk ∀k ∈ T \ S-re .
Az alkuhalmaz, jelo¨lje M , a ja´te´k azon eloszta´sainak halmaza, amelyekne´l min-
den kontra´ra van rekontra. Ma´ske´ppen, azok az eloszta´sok nem tartoznak az
alkuhalmazba, amelyekne´l van megalapozott kontra (justified objection), azaz egy
”




A tova´bbiakban szu¨kse´gu¨nk lesz a ko¨vetkezo˝, ko¨nnyen bela´thato´ e´szreve´telekre.
2.1. A´ll´ıta´s. Tetszo˝leges gyenge´n kohe´z´ıv ja´te´kban egy eloszta´sna´l:
1. Egy koal´ıcio´ csak akkor szerepelhet egy kontra´ban, ha a to¨bblete pozit´ıv.
Ko¨vetkeze´ske´ppen, a nagykoal´ıcio´n e´s az egyszeme´lyes koal´ıcio´kon keresztu¨l
nem lehet kontra´zni.
2. Egy koal´ıcio´ csak akkor szerepelhet egy rekontra´ban, ha a to¨bblete nemne-
gat´ıv, e´s amennyiben van ko¨zo¨s tagja a kontra´ban szereplo˝ koal´ıcio´val, akkor
a to¨bblete pozit´ıv. Ko¨vetkeze´ske´ppen, egy ja´te´kos a saja´t egyszeme´lyes ko-
al´ıcio´ja´n keresztu¨l csak akkor tud rekontra´zni, ha a to¨bblete nulla.
3. Az i ∈ N ja´te´kosnak a j ∈ N ja´te´kossal szemben csak egy olyan koal´ıcio´n ke-
resztu¨l lehet megalapozott kontra´ja, amelynek a (pozit´ıv) to¨bblete szigoru´an
to¨bb, mint ba´rmelyik az i-t nem, de a j-t tartalmazo´ koal´ıcio´ to¨bblete.
Davis e´s Maschler [6] bizony´ıtotta´k, hogy az M alkuhalmaz nem u¨res, ha a ja´-
te´kban az eloszta´sok Im halmaza nem u¨res. Mivel pontosan azok az eloszta´sok
a magbeliek, amelyekne´l egyetlen ja´te´kosnak sincs kontra´ja, teha´t megalapozott
kontra´ja sem lehet, ado´dik, hogy
– ba´rmilyen ja´te´kban Co ⊆M ⊆ Im.
Ke´tszeme´lyes ja´te´kokban, mint la´ttuk, Co = Im, ko¨vetkeze´ske´ppen,
Co = M = Im,
me´gpedig a szuperaddit´ıv (vagy ami ilyenkor ugyanaz, gyenge´n szuperaddit´ıv /
kohe´z´ıv / gyenge´n kohe´z´ıv) esetben Co = M = Im ̸= ∅, egye´bke´nt viszont
Co = M = Im = ∅.
Az alkuhalmaz me´g a ha´romszeme´lyes ja´te´kokban is ko¨nnyen meghata´rozhato´,
legala´bbis a nagyon enyhe felte´telt jelento˝ gyenge´n kohe´z´ıv esetben.
2.2. A´ll´ıta´s. Legyen (N = {i, j, k}, v) egy ha´romszereplo˝s ja´te´k.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
112 SOLYMOSI TAMA´S
1. Ha v kiegyensu´lyozott (teha´t gyenge´n kohe´z´ıv is), akkor Co(v) = M(v).
2. Ha v nem kiegyensu´lyozott, de gyenge´n kohe´z´ıv, akkor M(v) azt az egyetlen
x eloszta´st tartalmazza, amelyre ex(ij) = ex(ik) = ex(jk).
3. Ha v egy nemu¨res eloszta´shalmazzal rendelkezo˝, de nem gyenge´n kohe´z´ıv
ja´te´k, akkor M(v) egy (esetleg egyetlen pontbo´l a´llo´) egyenes szakasz.
Bizony´ıta´s. Terjedelmi okokbo´l csak az elso˝ ke´t a´ll´ıta´st bizony´ıtjuk. A nem gyen-
ge´n kohe´z´ıv esettel kapcsolatban Tchantcho, Moyouwou e´s Andjiga [41] cikke´re
utalunk, akik megadta´k tetszo˝leges ha´romszereplo˝s ja´te´kra az alkuhalmaz (ami
a kiegyensu´lyozott esetben a mag) pontos szerkezete´t. Az alkalmaza´sokban csak
kive´telesen elo˝fordulo´ nem gyenge´n kohe´z´ıv esetet a 2.2. pe´lda´val szemle´ltetju¨k.
Legyen v egy tetszo˝leges gyenge´n kohe´z´ıv ja´te´k (teha´t nemu¨res eloszta´shalmaz-
zal rendelkezo˝) ha´romszereplo˝s ja´te´k, e´s legyen x ∈ Im\Co egy tetszo˝leges, magon
k´ıvu¨li eloszta´s (ha a mag u¨res, akkor persze ez a kite´tel semmis). C´ımke´zzu¨k u´gy
a ha´rom ja´te´kost, hogy ex(ij) ≥ ex(ik) ≥ ex(jk) legyen. Mivel ex(ij) > 0, ezen a
maxima´lis (pozit´ıv) to¨bbletu˝ koal´ıcio´n keresztu¨l az i e´s a j is kontra´zhatja a komp-
lementerbeli k ja´te´kost. Mivel v gyenge´n kohe´z´ıv, v(ijk) ≥ v(ij) + v(k), amibo˝l
0 = ex(ijk) ≥ ex(ij) + ex(k), innen pedig ex(k) < 0 ko¨vetkezik. Teha´t a k ja´te´kos
a saja´t egyszeme´lyes koal´ıcio´ja´n keresztu¨l nem tud rekontra´zni, csak a kontra´zo´ ij
koal´ıcio´val a´tfedo˝ ik, illetve jk koal´ıcio´kon keresztu¨l, de ezekkel is csak akkor, ha
pozit´ıv a to¨bbletu¨k (2.1. a´ll´ıta´s 2. pont).
Amennyiben ex(ij) > ex(jk) > 0, az i ja´te´kos megalapozottan tudja kont-







kifizete´sekkel. A k ja´te´kos ezzel szemben ugyanis csak a
T = jk koal´ıcio´n keresztu¨l tudna ve´dekezni, de egy rekontra´hoz ketto˝ju¨knek o¨ssze-
sen legala´bb yj + xk = xj +
ex(ij) + ex(jk)
2
+ xk > x(jk) + ex(jk) = v(jk)
kifizete´s kellene, ami viszont ele´rhetetlen a jk koal´ıcio´ sza´ma´ra. Magon k´ıvu¨li el-
oszta´s (aka´r u¨res a mag, aka´r nem) teha´t csak akkor lehet az alkuhalmaz eleme,
ha ex(ij) = ex(ik) = ex(jk) > 0.
Ha a v kiegyensu´lyozott, akkor v(ijk) ≥ v(ij) + v(ik) + v(jk)
2
, amibo˝l
0 = ex(ijk) ≥ ex(ij) + ex(ik) + ex(jk)
2
ko¨vetkezik tetszo˝leges x eloszta´sra. Az
elo˝bbi mega´llap´ıta´s tu¨kre´ben ez azt jelenti, hogy magon k´ıvu¨li eloszta´s nem tartoz-
hat az alkuhalmazba, hiszen x ∈M \Co esete´n a sza´mla´lo´ban szereplo˝ mindha´rom
to¨bblet pozit´ıv lenne. Ko¨vetkeze´ske´ppen, ha a mag nemu¨res, akkor Co(v) = M(v).
Ezzel az a´ll´ıta´s 1. pontja´t bela´ttuk.
Ha a v nem kiegyensu´lyozott, akkor minden eloszta´s magon k´ıvu¨li, teha´t mind-
egyik ke´tszeme´lyes koal´ıcio´ to¨bblete pozit´ıv. Ezek ko¨zu¨l, mint mega´llap´ıtottuk,
csak azok az eloszta´sok tartozhatnak az alkuhalmazba, amelyekne´l a ke´tszeme´lyes
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koal´ıcio´k to¨bblete azonos. A v(ij)− xi − xj = v(ik)− xi − xk = v(jk)− xj − xk
linea´ris egyenletrendszernek viszont egyetlen megolda´sa van, me´gpedig
xi =
v(ijk) + v(ij) + v(ik)− 2v(jk)
3
,
e´s a megfelelo˝ mo´don permuta´lt va´ltozatok a ma´sik ke´t ja´te´kosra. Az alkuhalmaz
teha´t ebbo˝l az egyetlen eloszta´sbo´l a´ll. Ezzel az a´ll´ıta´s 2. pontja´t is bela´ttuk. ⊓⊔
A fenti ma´sodik a´ll´ıta´s szemle´ltete´se´re ne´zzu¨k a ko¨vetkezo˝ pe´lda´t.
2.1. Pe´lda. Legyen N = {1, 2, 3}, a koal´ıcio´s fu¨ggve´ny pedig
S 1 2 3 12 13 23 123
v(S) 0 0 0 30 30 30 30
A ja´te´k szuperaddit´ıv, de nem kiegyensu´lyozott, mag eloszta´s csak v(123) ≥ 45
esete´n le´tezne (la´sd (2)). Az alkuhalmaz viszont M = {(10; 10; 10)}, ugyanis
csak enne´l az eloszta´sna´l nincsen megalapozott kontra. Egyre´szt a (10; 10; 10)
eloszta´sna´l egy i-nek egy k-val szembeni kontra´ja csak
(S = ij; yi = 10 + α, yj = 20− α)
alaku´ lehet, ahol 0 < α < 10, erre viszont tud va´laszolni k, pe´lda´ul a
(T = jk; zj = 20, zk = 10)
rekontra´val. Ma´sre´szt, ha az x eloszta´sban van ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ kifizete´s, mondjuk
xi ≤ xj ≤ xk, de xi < xk, akkor nyilva´n xi < 10 < xk, e´s xj ≤ 15, vagyis az
(S = ij; yi = 10, yj = 20) az i-nek egy olyan kontra´ja a k-val szemben, amire
k-nak nincsen rekontra´ja, sem egye´ni (az x eloszta´s), sem a T = jk-n keresztu¨l,
ahhoz ugyanis legala´bb zj + zk ≥ 20 + xk > 30 = v(jk) kifizete´s kellene, ami
ketto˝ju¨k sza´ma´ra ele´rhetetlen.
A 2.1. a´ll´ıta´s 3. pontja szerint egy nem gyenge´n kohe´z´ıv, ha´romszereplo˝s ja´te´k-
ban az alkuhalmaz lehet egy szakasz is. Ennek az esetnek a szemle´ltete´se´re ne´zzu¨k
a ko¨vetkezo˝ pe´lda´t.
2.2. Pe´lda. Legyen N = {1, 2, 3}, a koal´ıcio´s fu¨ggve´ny pedig
S 1 2 3 12 13 23 123
v(S) 0 0 0 4 1 1 3
A ja´te´k nem gyenge´n kohe´z´ıv, hiszen v(12) + v(3) > v(123), a mag teha´t u¨res. Az
alkuhalmaz me´gis to¨bb pontbo´l a´ll, M = {xα = (x1 = 2−α; x2 = 1+α; x3 = 0) :
0 ≤ α ≤ 1}.
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Egyre´szt, az xα eloszta´sokna´l a koal´ıcio´nke´nti o¨sszkifizete´sek, illetve to¨bbletek
az ala´bbiak:
S 1 2 3 12 13 23 123
xα(S) 2− α 1 + α 0 3 2− α 1 + α 3
exα(S) −2 + α −1− α 0 1 −1 + α −α 0
Mivel aka´rmelyik xα (0 ≤ α ≤ 1) eloszta´sna´l csak az S = 12 koal´ıcio´ to¨bblete
pozit´ıv, csak 1 → 3 e´s 2 → 3 kontra´k keletkezhetnek, de ezeket a 3-as ja´te´kos
egyedu¨l is ke´pes rekontra´zni a (T = 3; z3 = 0) pa´rral.
Ma´sre´szt, ba´rmelyik xα (−1 ≤ α < 0) eloszta´sna´l a 2-es ja´te´kos kontra´zhatja
az 1-est az (S = 23; y2 = 1+
α
2 ; y3 = 0− α2 ) pa´rral, amire viszont nincs az 1-esnek
rekontra´ja, sem o¨na´llo´an, sem a T = 13 koal´ıcio´n keresztu¨l, ahhoz ugyanis legala´bb
z1 + z3 ≥ 2− 3α2 > 1 = v(13) kifizete´s kellene, ami ketto˝ju¨k sza´ma´ra ele´rhetetlen.
Hasonlo´ke´ppen, ba´rmelyik xα (0 < α ≤ 1) eloszta´sna´l az 1-es ja´te´kosnak van
megalapozott kontra´ja a 2-sel szemben. Ve´gu¨l, minden olyan x eloszta´sna´l, amiben
x3 > 0, a 3-as ja´te´kos o¨na´llo´an nem ke´pes rekontra´ra, teha´t az
(S = 12; y1 = x1 +
x3
2




egy megalapozott kontra a 3-assal szemben (pe´lda´ul az 1-ese´).
3. Az alkuhalmaz e´s a mag egybeese´se
Mivel ba´rmilyen ja´te´kban a mag (aka´r u¨res, aka´r nem) re´szhalmaza az alkuhal-
maznak, az eloszta´sokkal (teha´t nemu¨res alkuhalmazzal is) rendelkezo˝ ja´te´kokban
a Co = M egyenlo˝se´ghez elengedhetetlen a ja´te´k kiegyensu´lyozottsa´ga. Ugyanak-
kor Maschler [20] o¨tszereplo˝s, teljesen kiegyensu´lyozott pe´lda´ja is mutatja, hogy
a mageloszta´sok le´teze´se messze nem za´rja ki az alkuhalmaz e´rtelme´ben stabil el-
oszta´sok le´teze´se´t. Ismertek ugyanakkor olyan specia´lis ja´te´koszta´lyok, ahol az
alkuhalmaz nem bo˝vebb, mint a nemu¨res mag. Ilyen pe´lda´ul a konvex ja´te´kok
oszta´lya (Maschler et al. [22]), a ve´to´ ja´te´kossal rendelkezo˝ (vagyis a kiegyensu´-
lyozott) monoton egyszeru˝ ja´te´kok oszta´lya (Einy, Wettstein [7]), a szuperaddit´ıv
egyszeru˝ folyamja´te´kok oszta´lya (Reijnierse et al. [32]), vagy az alkalmaza´sok-
ban ugyancsak gyakran elo˝fordulo´ fao¨sszefu¨ggo˝ addit´ıv ja´te´kok oszta´lya (Potters,
Reijnierse [31]). Az ezekre az egybeese´si eredme´nyekre adott bizony´ıta´sok egyse´ges
keretbe helyezheto˝k e´s a´ltala´nos´ıthato´k az ala´bbi fogalom seg´ıtse´ge´vel.
Kiindulva az (N, v) ja´te´kbo´l, definia´ljuk az x ∈ RN -hez tartozo´ (N,wx) maxi-
ma´lis to¨bblet ja´te´kot a
wx(S) := max
T⊆S
ex(T ) minden S ⊆ N -re
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
ALKUHALMAZOK E´S A MAG EGYBEESE´SE 115
koal´ıcio´s fu¨ggve´nnyel. Nyilva´n wx(∅) = 0, teha´t wx valo´ban egy ja´te´k.
Ko¨nnyen ado´dnak a ko¨vetkezo˝ e´szreve´telek.
3.1. A´ll´ıta´s. Tetszo˝leges x ∈ RN -re
1. wx monoton (azaz wx(S) ≤ wx(T ) minden S ⊆ T -re);
2. wx(S) ≥ max{ex(S), 0} minden S ⊆ N -re;
3. wx a minima´lis olyan monoton koal´ıcio´s fu¨ggve´ny, ami teljes´ıti az elo˝zo˝ pont-
beli tulajdonsa´got (a wx az ex to¨bblet ja´te´k monoton fedo˝ja´te´ka);
4. x ∈ Im ⇐⇒ wx 0-normaliza´lt (azaz wx(i) = 0 minden i ∈ N -re);
5. x ∈ Co ⇐⇒ wx a nulla-ja´te´k (azaz wx(S) = 0 minden S ⊆ N -re);
6. ha a v ja´te´k szuperaddit´ıv / gyenge´n szuperaddit´ıv, akkor az ex to¨bblet ja´te´k,
illetve a wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k is szuperaddit´ıv / gyenge´n szuperaddit´ıv.
7. ha a v ja´te´k konvex (azaz v(S)+v(T ) ≤ v(S∪T )+v(S∩T ) minden S, T ⊆ N -
re), akkor az ex to¨bblet ja´te´k, illetve a wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k is konvex.
A fentiekbo˝l ko¨vetkezik, hogy amennyiben x ∈ Im, a wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k
tetszo˝leges ja´te´k esete´n gyenge´n szuperaddit´ıv, hiszen az 1. pont szerint mindig
monoton e´s a 4. pont szerint eloszta´sna´l 0-normaliza´lt is.
A maxima´lis to¨bblet ja´te´k jo´l haszna´lhato´ a megalapozott kontra´k le´teze´se´nek
eldo¨nte´se´re. Az S koal´ıcio´ ugyanis nyilva´n csak akkor szerepelhet egy kontra´ban az
x eloszta´sna´l, ha ex(S) > 0, e´s anna´l nehezebb erre rekontra´zni, mine´l magasabb
ez a to¨bblet (la´sd az 2.1. a´ll´ıta´s 3. pontja´t).
3.1. Te´tel. (Solymosi [35])
Legyen v egy szuperaddit´ıv ja´te´k e´s x ∈ Im(v) \ Co(v) egy magon k´ıvu¨li eloszta´s.
Ha a wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k kiegyensu´lyozott, akkor az x eloszta´sna´l van
megalapozott kontra, teha´t x /∈M(v).
Bizony´ıta´s. Legyen v egy szuperaddit´ıv ja´te´k, e´s x ∈ Im(v) \ Co(v) egy olyan
magon k´ıvu¨li eloszta´s, amelyne´l a wx kiegyensu´lyozott. Vegyu¨nk egy u ∈ Co(wx)
vektort. Mivel u ≥ 0 (hiszen wx 0-normaliza´lt), e´s u(N) = wx(N) > 0, az u
pozit´ıv komponenseinek P := {i ∈ N : ui > 0} halmaza nem u¨res.
Legyen S ⊂ N egy tartalmaza´sra ne´zve maxima´lis olyan koal´ıcio´, amire ex(S) =
wx(N). Nyilva´n ∅ ̸= S ̸= N . Tova´bba´ P ⊆ S, e´s ex(S) = u(S), hiszen
ex(S) ≤ wx(S) ≤ u(S) ≤ u(S) + u(N \ S) = u(N) = wx(N) = ex(S)
miatt uj = 0 minden j ∈ N \ S ja´te´kosra.
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Legyen i ∈ P ⊆ S, e´s j ∈ N \ S. Definia´ljuk az y ∈ RS vektort a ko¨vetkezo˝ke´p-
pen:
yi := xi +
ui
|S| , e´s yk := xk + uk +
ui
|S| , ha k ̸= i, k ∈ S.
Mivel ui > 0, e´s uk ≥ 0 minden k ∈ S-re, yk > xk minden k ∈ S ja´te´kosra. Mivel
y(S) = x(S)+u(S) = x(S)+ex(S) = v(S), az (S, y) konfigura´cio´ az i egy kontra´ja
a j-vel szemben az x-ne´l. So˝t, egy megalapozott kontra´ja.
A j ja´te´kosnak ugyanis nincs rekontra´ja az (S, y) kontra´ra. Egyre´szt, mivel
az S tartalmaza´sra ne´zve maxima´lis, e´s az ex szuperaddit´ıv (3.1. a´ll´ıta´s 6. pont),
ba´rmely T ̸= ∅ e´s T ∩ S = ∅ koal´ıcio´ to¨bblete negat´ıv, hiszen
ex(S) > ex(S ∪ T ) ≥ ex(S) + ex(T ).
Vagyis az S-to˝l diszjunkt koal´ıcio´val a j nem tud rekontra´zni (2.1. a´ll´ıta´s 2. pont).
Ma´sre´szt, vegyu¨nk egy olyan T ∩ S ̸= ∅ koal´ıcio´t, amire j ∈ T ̸∋ i, e´s egy z ∈ RT
vektort. A (T, z) akkor lenne egy rekontra az (S, y) kontra´ra, ha
z(T ) ≥ x(T \ S) + y(T ∩ S),
= x(T \ S) + x(T ∩ S) + u(T ∩ S) + |T∩S||S| ui,
> x(T ) + u(T ), mivel u(T \ S) = 0, ui > 0,
≥ x(T ) + ex(T ),mivel u(T ) ≥ wx(T ) ≥ ex(T ),
= v(T ) ≥ z(T )
teljesu¨lne, de ez lehetetlen. Ko¨vetkeze´ske´ppen, az (S, y) egy megalapozott kontra
az x-ne´l, teha´t x /∈M(v). ⊓⊔
Mielo˝tt ra´te´rne´nk a te´tel alkalmazhato´sa´ga´nak szemle´ltete´se´re, pa´r fontos meg-
jegyze´st teszu¨nk.
3.1. Megjegyze´s. A maxima´lis to¨bblet ja´te´k kiegyensu´lyozottsa´ga csak ele´gse´-
ges, de nem szu¨kse´ges felte´tele annak, hogy az adott eloszta´sna´l legyen megalapo-
zott kontra.
Vegyu¨k pe´lda´ul a 2.1. pe´ldabeli ha´romszereplo˝s szuperaddit´ıv (de nem kiegyen-
su´lyozott) ja´te´kot e´s az x = (12; 9; 9) eloszta´st. Itt a koal´ıcio´nke´nti o¨sszkifizete´sek,
a to¨bbletek, illetve a maxima´lis to¨bbletek az ala´bbiak:
S 1 2 3 12 13 23 123
x(S) 12 9 9 21 21 18 30
ex(S) −12 −9 −9 9 9 12 0
wx(S) 0 0 0 9 9 12 12
Az x eloszta´sna´l pe´lda´ul a 3-as kontra´zhatja az 1-est az (S = 23; y2 = 19; y3 = 11)
konfigura´cio´val, amire viszont az 1-esnek nincs rekontra´ja, sem o¨na´llo´an, sem a
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T = 12 koal´ıcio´n keresztu¨l, ahhoz ugyanis legala´bb z1 + z2 ≥ 12 + 19 = 31 > 30 =
v(12) kifizete´s kellene, ami ketto˝ju¨k sza´ma´ra ele´rhetetlen. Ugyanakkor az x elosz-
ta´sna´l a wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k nem kiegyensu´lyozott, hiszen szuperaddit´ıv
(3.1. a´ll´ıta´s 6. pont), de 12 < 15 = 12 (9 + 9 + 12), a (2) felte´tel szerint teha´t a wx
magja u¨res.
3.2. Megjegyze´s. A legala´bb o¨tszereplo˝s ja´te´kok esete´n a 3.1. te´telben a ja´te´k
szuperadditivita´sa nem gyeng´ıtheto˝ le sem a gyenge´n szuperadditivita´sra, sem a
kohe´zivita´sra.




0, ha |S| ≤ 1,
2|S|+ 1, ha S = 12,
2|S| − 1, ha S = 345,
2|S| egye´bke´nt.
Ko¨nnyen elleno˝rizheto˝, hogy v gyenge´n szuperaddit´ıv e´s kohe´z´ıv is. Megjegyez-
zu¨k ugyanakkor, hogy v nem kiegyensu´lyozott, hiszen egy y mag eloszta´sra tel-
jesu¨lniu¨k kellene az y1 + y2 ≥ 5 = v(12), y1 + y3 + y4 + y5 ≥ 8 = v(1345) e´s
y2 + y3 + y4 + y5 ≥ 8 = v(2345) egyenlo˝tlense´geknek, viszont ezeket o¨sszeadva a
20 = 2v(N) = 2(y1 + y2 + y3 + y4 + y5) ≥ 5 + 8 + 8 = 21 > 20 ellentmonda´st
kapna´nk, a mag teha´t u¨res.
Az x = (2; 2; 2; 2; 2) eloszta´sna´l a to¨bbletek, illetve a maxima´lis to¨bbletek:
ex(S) =

0, ha |S| = 0,
−2, ha |S| = 1,
+1, ha S = 12,
−1, ha S = 345,
0 egye´bke´nt.
wx(S) =
1, ha S ⊇ 12,0 egye´bke´nt




2 ; 0; 0; 0) ∈ Co(wx),
me´gsincs az x-ne´l megalapozott kontra, teha´t x ∈ M . Valo´ban, az x-ne´l kontra´ja
csak az i = 1, 2 ja´te´kosok egyike´nek lehet az egyetlen pozit´ıv to¨bbletu˝ S = 12
koal´ıcio´n keresztu¨l a j = 3, 4, 5 ja´te´kosok valamelyike´vel szemben, aki viszont egy
k ̸= j, k ∈ {3, 4, 5} ta´rsa´val egyu¨ttmu˝ko¨dve rekontra´zni tud ba´rmilyen i → j
kontra´t a (T = jk; zj = 2; zk = 2) konfigura´cio´val.
3.3. Megjegyze´s. A ne´gyszereplo˝s ja´te´kok esete´n a 3.1. te´telben a ja´te´k szu-
peradditivita´sa nem gyeng´ıtheto˝ le a gyenge´n szuperadditivita´sra. Solymosi [35]
ko¨zo¨l ugyanis egy olyan ne´gyszereplo˝s gyenge´n szuperaddit´ıv, de nem szuperad-
dit´ıv (teha´t nem is kohe´z´ıv, ı´gy nem is kiegyensu´lyozott) ja´te´kot, amelyben van
olyan x ∈M eloszta´s, amelyne´l wx kiegyensu´lyozott.
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A legfeljebb ha´romszereplo˝s ja´te´kok ko¨zo¨tt hasonlo´ ellenpe´lda nem le´tezhet, mivel a
szuperadditivita´s e´s a gyenge´n szuperadditivita´s ilyenkor ekvivalens tulajdonsa´gok.
A fenti megjegyze´sek tu¨kre´ben viszont ado´dik a ke´rde´s, hogy
? a ne´gyszereplo˝s ja´te´kok esete´n a 3.1. te´telben a ja´te´k szuperadditivita´sa
legyeng´ıtheto˝-e a kohe´zivita´sra?
Sejte´su¨nk szerint igen. Ma´ske´ppen fogalmazva a ke´rde´s az, hogy
? adhato´-e olyan ne´gyszereplo˝s kohe´z´ıv ja´te´k, e´s abban egy olyan x ∈ Im \Co
eloszta´s, hogy a wx kiegyensu´lyozott, de az x-ne´l me´gsincs megalapozott
kontra?
Az ala´bbi, 3.2. te´tel szerint, ha a ne´gyszereplo˝s ja´te´k kiegyensu´lyozott (aka´r szu-
peraddit´ıv, aka´r nem), akkor csak a magbeli eloszta´sokna´l nincsen megalapozott
kontra, teha´t ilyen ellenpe´lda nem le´tezhet. Vagyis csak egy kohe´z´ıv, de nem ki-
egyensu´lyozott e´s nem szuperaddit´ıv ne´gyszereplo˝s ja´te´kban fordulhatna esetleg
elo˝ egy olyan x eloszta´s, hogy a wx kiegyensu´lyozott, de az x-ne´l me´gsincs meg-
alapozott kontra. Sejte´su¨nk szerint viszont nem tala´lhato´ ilyen ellenpe´lda.
A teljesse´g kedve´e´rt vegyu¨k e´szre, hogy ha´romszereplo˝s ilyen pe´lda biztosan
nincs, hiszen a 2.2. a´ll´ıta´s szerint vagy csak a magbeli eloszta´sokna´l nincsen meg-
alapozott kontra (1. eset), vagy csak az egyetlen olyan (az u¨res magon k´ıvu¨li) x
eloszta´sna´l, amelyne´l wx(ijk) = wx(ij) = wx(ik) = wx(jk) > 0 (2. eset), ekkor
viszont a wx nem kiegyensu´lyozott (la´sd a (2) felte´telt).
A 3.1. te´tel diszkusszio´ja uta´n te´rju¨nk vissza az alkuhalmaz e´s a mag egy-
beese´se´nek ke´rde´se´hez. A 2.2. a´ll´ıta´s 1. pontja szerint ha egy ha´romszereplo˝s
ja´te´k kiegyensu´lyozott (aka´r szuperaddit´ıv, aka´r nem), akkor az alkuhalmaz e´s a
mag egybeesnek. Ugyanakkor, Maschler [20] vizsga´lt egy olyan o¨tszeme´lyes tel-
jesen kiegyensu´lyozott (teha´t szuperaddit´ıv) ja´te´kot, amelyben a mag az alkuhal-
maz szigoru´ re´sze, vagyis to¨bb mint ne´gy szereplo˝ esete´n az egybeese´shez a ja´te´k
valamilyen tova´bbi specialita´sa is szu¨kse´ges. Az ala´bbi eredme´ny szerint (a ha´-
romszereplo˝s ja´te´kokhoz hasonlo´an) a ne´gyszereplo˝s ja´te´kokban a nyilva´nvalo´an
szu¨kse´ges kiegyensu´lyozottsa´g o¨nmaga´ban is ele´gse´ges felte´tele az alkuhalmaz e´s a
mag egybeese´se´nek.
3.2. Te´tel. (Solymosi [36])
Ha egy ne´gyszereplo˝s kooperat´ıv ja´te´kban a mag nem u¨res, akkor azonos az alku-
halmazzal.
Fontos hangsu´lyozni, hogy a ja´te´kosok kis sza´ma miatt itt nincs szu¨kse´g a ja´te´k
szuperadditivita´sa´ra. A 3.2. te´tel teha´t teljesse´ teszi a kisme´retu˝ ja´te´kokban a
klasszikus alkuhalmaz e´s a mag viszonya´ra vonatkozo´ tuda´sunkat.
Nyitott ke´rde´s viszont, hogy
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? milyen szerkezetu˝ az alkuhalmaz a ne´gyszereplo˝s nem kiegyensu´lyozott ja´te´-
kokban?
Nincsen tudoma´sunk olyan eredme´nyro˝l, ami az alkuhalmaz pontos le´ıra´sa´t ad-
na´, me´g a szuperaddit´ıv esetben sem. Maschler [19] ugyan megmutatta, hogy
egy (eloszta´sokkal rendelkezo˝) a´ltala´nos ne´gyszereplo˝s ja´te´k alkuhalmaza le´ırha-
to´ 15012 darab, egyenke´nt 41 linea´ris egyenlo˝tlense´gbo˝l, illetve egyenlo˝se´gbo˝l a´llo´
rendszer megolda´shalmaza´nak unio´jake´nt, de me´g re´szleges va´laszok sem ismertek
a Maschler [19] a´ltal is feltett kutata´si ke´rde´sre:
? Cso¨kkentheto˝-e, e´s ha igen mennyire, az alkuhalmazt alkoto´ ve´ges sok konvex
polie´der sza´ma´ra a ne´gyszereplo˝s esetben adott felso˝ korla´t?
A 3.2. te´tel mutatja, hogy a kiegyensu´lyozott esetben az alkuhalmaz egyetlen line-
a´ris felte´telrendszerrel le´ırhato´. A konkre´t esetekben szerzett tapasztalatok mellett
ez is azt sejteti, hogy a ne´gyszereplo˝s ja´te´kok alkuhalmaza´nak le´ıra´sa´hoz szu¨kse´ges
linea´ris rendszerek sza´ma´ra a mag u¨resse´ge esete´n is adhato´ az eml´ıtett 15012-ne´l
nagysa´grendekkel kisebb felso˝ korla´t is.
4. Ne´ha´ny specia´lis szuperaddit´ıv ja´te´kt´ıpus
A 3.1. te´tel seg´ıtse´ge´vel ko¨nnyen igazolhatjuk az alkuhalmaz e´s a mag egy-
beese´se´t a szuperaddit´ıv ja´te´kok bizonyos re´szoszta´lyaira. Amennyiben ugyanis
egy specia´lis t´ıpusu´ szuperaddit´ıv ja´te´kro´l megmutathato´, hogy az ilyen ja´te´kok
ba´rmelyik eloszta´sa kiegyensu´lyozott maxima´lis to¨bblet ja´te´kot induka´l (a mag-
beli eloszta´sokra ez mindig igaz, hiszen a konstans 0 ja´te´kot induka´lja´k), akkor
az alkuhalmaznak nem lehet a maghoz nem tartozo´ eleme, a ke´t megolda´shalmaz
teha´t egybeesik. Ezen gondolatmenet mente´n bizony´ıthato´k az ala´bb ismertetett
ekvivalencia eredme´nyek is. Az egyes ja´te´kt´ıpusok pontos defin´ıcio´ja´t a ro¨vidse´g
kedve´e´rt itt nem adjuk meg, csak utalunk a vonatkozo´ cikkekre.
A konvex ja´te´kokra Maschler, Peleg e´s Shapley [22] bizony´ıtotta´k a mag e´s
az alkuhalmaz azonossa´ga´t (egye´bke´nt bizony´ıta´suk a´ltala´nos´ıthato´sa´ga vezetett
a 3.1. te´telhez). Mivel minden konvex ja´te´k szuperaddit´ıv e´s kiegyensu´lyozott
(Shapley [33]), az 3.1. a´ll´ıta´s 7. pontja alapja´n a 3.1. te´telbo˝l ro¨gto¨n ko¨vetkezik a
ke´t megolda´s egybeese´se.
A ve´to´ kontrolla´lt monoton ja´te´kokra a mag e´s az alkuhalmaz azonossa´ga szin-
te´n ko¨nnyen bizony´ıthato´ (Solymosi [35]). Egy nemnegat´ıv v ja´te´kban az i ∈ N
egy ve´to´ ja´te´kos, ha v(S) = 0, valaha´nyszor S ̸∋ i. A nemnegat´ıv v ja´te´k egy i-ve´to´
ja´te´k, ha az i ∈ N ve´to´ ja´te´kos v-ben, e´s azt mondjuk, hogy ve´to´ kontrolla´lt, ha
van benne ve´to´ ja´te´kos. Ko¨nnyen bela´thato´, hogy
– minden ve´to´ kontrolla´lt monoton ja´te´k szuperaddit´ıv e´s kiegyensu´lyozott;
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– ha v egy monoton i-ve´to´ ja´te´k, akkor tetszo˝leges x ∈ Im eloszta´s a´ltal indu-
ka´lt wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k is egy monoton i-ve´to´ ja´te´k.
Ezen ke´t mega´llap´ıta´s alapja´n a 3.1. te´telbo˝l ro¨gto¨n ko¨vetkezik a ke´t megolda´s
ekvivalencia´ja ezen a ja´te´koszta´lyon. Specia´lis esetke´nt egy u´j bizony´ıta´st kapunk
a ko¨vetkezo˝ ismert eredme´nyekre: a mag e´s az alkuhalmaz egybeesnek
– a ve´to´ kontrolla´lt monoton egyszeru˝ ja´te´kokban (Einy, Wettstein [7]);
– a kla´n (clan) ja´te´kokban (Potters et al. [30]), specia´lis esetke´nt, a nagyfo˝no¨k
(big boss) ja´te´kokban (Potters et al. [29]).
A hozza´rendele´si ja´te´kokat Shapley e´s Shubik [34] haszna´lta´k elo˝szo¨r osztha-
tatlan terme´kek ke´toldalu´ piacainak alapmodelljeke´nt. Igazolta´k, hogy minden
hozza´rendele´si ja´te´k teljesen kiegyensu´lyozott, teha´t szuperaddit´ıv is. A 3.1. te´tel-
re ta´maszkodva Solymosi [35] a´llap´ıtotta meg, hogy
– hozza´rendele´si ja´te´kokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,
mivel kora´bban Granot e´s Granot [11] ma´r igazolta´k, hogy egy hozza´rendele´si ja´te´k
ba´rmelyik eloszta´sa´hoz tartozo´ maxima´lis to¨bblet ja´te´k is egy hozza´rendele´si ja´te´k,
teha´t kiegyensu´lyozott.
A permuta´cio´s ja´te´kokat Tijs et al. [42] vezette´k be bizonyos to¨bbszereplo˝s
feladat u¨temeze´si (scheduling, sequencing) helyzetekben felmeru¨lo˝ ko¨ltse´g eloszta´-
si proble´ma´k modelljeke´nt. Megmutatta´k, hogy minden permuta´cio´s ja´te´k telje-
sen kiegyensu´lyozott, teha´t szuperaddit´ıv is. A 3.1. te´telt alkalmazva Solymosi,
Raghavan e´s Tijs [37] bizony´ıtotta´k, hogy
– permuta´cio´s ja´te´kokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,
mivel igazolta´k, hogy egy permuta´cio´s ja´te´k ba´rmelyik eloszta´sa´hoz tartozo´ ma-
xima´lis to¨bblet ja´te´k is egy permuta´cio´s ja´te´k, teha´t kiegyensu´lyozott. A permu-
ta´cio´s ja´te´kok egye´bke´nt tekintheto˝k a hozza´rendele´si ja´te´kok egyfajta a´ltala´nos´ı-
ta´sa´nak is, mivel az uto´bbiak bea´gyazhato´k az elo˝bbiek halmaza´ba (Curiel, Tijs
[4]).
A part´ıcio´s ja´te´kok (Kaneko, Wooders [17]) a hozza´rendele´si ja´te´kok ma´s jel-
legu˝ a´ltala´nos´ıta´sai. Ez a ja´te´kt´ıpus ke´t szempontbo´l is e´rdekes. Egyre´szt mo-
dellkeretet ad a valamilyen ku¨lso˝ te´nyezo˝ (pe´lda´ul a ko¨zvetlen kommunika´cio´s csa-
torna´k hia´nya) miatt csak korla´tozott egyu¨ttmu˝ko¨de´si leheto˝se´gekkel rendelkezo˝
do¨nte´si helyzetek vizsga´lata´nak (Myerson [25], Owen [27]). Ma´sre´szt sza´mos tel-
jes koopera´cio´s, de specia´lis struktu´ra´ju´ ja´te´kt´ıpus tekintheto˝ part´ıcio´s ja´te´knak,
amennyiben elo˝re megadhato´ a koal´ıcio´knak egy B re´szhalmaza u´gy, hogy a teljes
ja´te´k fele´p´ıtheto˝ az ezekbo˝l a ba´zis-koal´ıcio´kbo´l a´llo´ maxima´lis e´rte´ku˝ part´ıcio´kon
keresztu¨l. A hozza´rendele´si ja´te´kokon k´ıvu¨l specia´lis part´ıcio´s ja´te´kok, pe´lda´ul a
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fao¨sszefu¨ggo˝ addit´ıv ja´te´kok is (Potters, Reijnierse [31]), specia´lisan, a nagyfo˝no¨k
(big boss) ja´te´kok (a fa egy csillag), illetve az egykiszolga´lo´s u¨temeze´si ja´te´kok
(a fa egy la´nc) (Curiel, Pederzoli, Tijs [3]) is.
Minden part´ıcio´s ja´te´k szuperaddit´ıv. A B ba´ziskollekcio´ra (e´s ba´rmelyik be-
lo˝le genera´lt B-part´ıcio´s ja´te´kra) azt mondjuk, hogy ero˝sen kiegyensu´lyozott, ha a
B-part´ıcio´s ja´te´kok mindegyike´nek nem u¨res a magja, fu¨ggetlenu¨l a ba´ziskoal´ıcio´k
e´rte´ke´to˝l. Ennek a tulajdonsa´gnak egye´bke´nt a kombinatorikus optimaliza´la´sban
sza´mos ekvivalens jellemze´se ismert. A 3.1. te´telt alkalmazva Solymosi [38] iga-
zolta, hogy
– ero˝sen kiegyensu´lyozott part´ıcio´s ja´te´kokban a mag e´s az alkuhalmaz egybe-
esnek.
A bizony´ıta´s le´nyege itt is az adott ja´te´koszta´ly za´rtsa´ga a maxima´lis to¨bblet ja´te´k
ke´pze´se´re ne´zve. Solymosi [38] megmutatta, hogy ha ro¨gz´ıtu¨nk egy B ba´ziskollek-
cio´t, az ebbo˝l genera´lt ba´rmelyik B-part´ıcio´s ja´te´k aka´rmelyik eloszta´sa´hoz tartozo´
maxima´lis to¨bblet ja´te´k is egy B-part´ıcio´s ja´te´k lesz. Specia´lisan, ha B ero˝sen ki-
egyensu´lyozott, akkor ba´rmelyik B-part´ıcio´s ja´te´k aka´rmelyik eloszta´sa´hoz tartozo´
maxima´lis to¨bblet ja´te´k is (ero˝sen) kiegyensu´lyozott lesz. Innen pedig a 3.1. te´-
telbo˝l ko¨vetkezik a mag e´s az alkuhalmaz azonossa´ga. Mivel a hozza´rendele´si
ja´te´kok, illetve a fao¨sszefu¨ggo˝ addit´ıv ja´te´kok ba´ziskollekcio´ja is ero˝sen kiegyensu´-
lyozott (Kaneko, Wooders [17], Le Breton et al. [18]), specia´lis esetke´nt egy u´jabb
bizony´ıta´st kapunk az alkuhalmaz e´s a mag kora´bbro´l ma´r ismert azonossa´ga´ra
ebben a ke´t ja´te´koszta´lyban (Solymosi [35], Potters, Reijnierse [31]).
Az egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´kok (Kalai, Zemel [16]) is part´ıcio´s ja´te´kok, de nem
tartoznak az ero˝sen kiegyensu´lyozott t´ıpusba, mert a ba´ziskoal´ıcio´knak nem min-
den elke´pzelheto˝, hanem csak bizonyos, az adott ja´te´koszta´ly elo˝a´ll´ıta´sa´hoz szu¨k-
se´ges (pe´lda´ul az addit´ıv) e´rte´kele´sei mellett lesznek a genera´lt ja´te´kok kiegyensu´-
lyozottak. Kalai e´s Zemel [16] igazolta´k, hogy az egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´kok teljesen
kiegyensu´lyozottak, teha´t szuperaddit´ıvak is. A 3.1. te´telre ta´maszkodva Solymosi
[38] bizony´ıtotta, hogy
– egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´kokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,
felhaszna´lva Granot, Granot e´s Zhou [12] egy kora´bbi eredme´nye´t, miszerint egy
egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´k ba´rmelyik eloszta´sa´hoz tartozo´ maxima´lis to¨bblet ja´te´k is
egy egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´k, teha´t kiegyensu´lyozott.
Az elado´-ce´g-vevo˝ ja´te´kok, vagy a´ltala´nosabban a loka´lisan addit´ıv to¨bboldalu´
hozza´rendele´si ja´te´kok szinte´n teljesen kiegyensu´lyozott (de nem ero˝sen kiegyen-
su´lyozott) part´ıcio´s ja´te´kok, teha´t szuperaddit´ıvak is (Stuart [39]). A 3.1. te´telt
alkalmazva Atay e´s Solymosi [1] bizony´ıtotta´k, hogy
– elado´-ce´g-vevo˝ ja´te´kokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,
mivel igazolta´k, hogy egy elado´-ce´g-vevo˝ ja´te´k ba´rmelyik eloszta´sa´hoz tartozo´ ma-
xima´lis to¨bblet ja´te´k is egy elado´-ce´g-vevo˝ ja´te´k, teha´t kiegyensu´lyozott.
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5. Ne´ha´ny egye´b alkuhalmaz
Az eddig ta´rgyalt (klasszikus) alkuhalmaz mellett sza´mtalan egye´b kontra´kra
e´s rekontra´kra e´pu¨lo˝ (halmaze´rte´ku˝) megolda´si koncepcio´ tala´lhato´ a szakiroda-
lomban. Bo˝se´ges lista´t ko¨zo¨l Maschler [21], de ez a kitu˝no˝ a´ttekinto˝ dolgozat ma´r
csak a keletkeze´si ideje miatt sem lehet teljesko¨ru˝. Mi itt k´ıse´rletet sem teszu¨nk
az o¨sszes alkuhalmaz va´ltozat sza´mbave´tele´re, csupa´n ha´rom ma´sik varia´nst eml´ı-
tu¨nk.
A reakt´ıv alkuhalmaz (Granot [9], [10]) abban hasonl´ıt a klasszikus alkuhalmaz-
ra, hogy itt is egye´ni ja´te´kosok kontra´znak, illetve rekontra´znak egye´ni ja´te´kosokat.
A ku¨lo¨nbse´g abban van ko¨zo¨ttu¨k, hogy a modellezni k´ıva´nt alkufolyamatban a
”
ta´-
mado´” ja´te´kos elo˝szo¨r a kontra´ja´nak milyen re´szleteit fedi fel a
”
ve´dekezo˝” ja´te´kos
sza´ma´ra. A klasszikus alkuhalmaz esete´ben ro¨gto¨n a teljes kontra´t, a koal´ıcio´t e´s a
megemelt u´j kifizete´seket is. A reakt´ıv alkuhalmaz esete´ben viszont elo˝szo¨r csak a
kontra te´nye´t ko¨zli, sem a koal´ıcio´t, sem az u´j kifizete´seket nem a´rulja el. A ve´de-
kezo˝ ja´te´kosnak viszont va´lasza´ban meg kell adnia, hogy melyik koal´ıcio´n keresztu¨l
fog ve´dekezni. A ta´mado´ ja´te´kos erre reaga´lva (innen az elneveze´s), ma´r ennek is-
merete´ben hata´rozhatja meg a kontra´ja re´szleteit. A ve´dekezo˝ ja´te´kos pedig vagy
ke´pes u´gy csoportos´ıtani a meghirdetett koal´ıcio´ja a´ltal ele´rheto˝ kifizete´seket, hogy
az rekontra legyen, vagy sem. Ilymo´don nyilva´n ko¨nnyebb megalapozott kontra´k-
kal elo˝a´llni, a reakt´ıv alkuhalmaz teha´t re´szhalmaza a klasszikus alkuhalmaznak.
Ugyanakkor nyilva´nvalo´an a reakt´ıv alkuhalmaz is tartalmazza a magot (az aka´r
u¨res, aka´r nem). Granot [9], [10] bizony´ıtotta, hogy a reakt´ıv alkuhalmaz nem u¨res,
ha a ja´te´k eloszta´shalmaza nem u¨res, tova´bba´, hogy legfeljebb ha´romszereplo˝s ja´-
te´kokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Bemutatott ugyanakkor egy olyan
gyenge´n kohe´z´ıv (de nem gyenge´n szuperaddit´ıv e´s nem is kohe´z´ıv) ne´gyszereplo˝s
ja´te´kot, amelyben a reakt´ıv alkuhalmaz szigoru´an szu˝kebb, mint a klasszikus alku-
halmaz. E ke´t megolda´s viszonya´nak pontosabb felder´ıte´se´ben ve´lheto˝en hasznos
lenne tudni, hogy
? a maxima´lis to¨bblet ja´te´kok seg´ıtse´ge´vel jellemezheto˝-e a reakt´ıv alkuhal-
maz?
A reakt´ıv e´s a klasszikus alkuhalmaz hasonlo´sa´gait e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝se´geit ta´rgyalja
Granot e´s Maschler [13]. Megmutatja´k pe´lda´ul, hogy egy (eloszta´sokkal rendelke-
zo˝) a´ltala´nos ne´gyszereplo˝s ja´te´k reakt´ıv alkuhalmaza le´ırhato´ 512 darab, egyen-
ke´nt 53 linea´ris egyenlo˝tlense´gbo˝l, illetve egyenlo˝se´gbo˝l a´llo´ rendszer megolda´shal-
maza´nak unio´jake´nt. A tartalmaza´si rela´cio´kbo´l e´s a 3.2. te´telbo˝l ko¨vetkezik, hogy
a kiegyensu´lyozott esetben a reakt´ıv alkuhalmaz is azonos a maggal, teha´t egyetlen
linea´ris felte´telrendszerrel is le´ırhato´. Tudoma´sunk szerint itt is nyitottak me´g a
ko¨vetkezo˝ ke´rde´sek:
? Milyen felte´telek mellett esik egybe a reakt´ıv alkuhalmaz e´s a klasszikus
alkuhalmaz a ne´gyszereplo˝s nem kiegyensu´lyozott ja´te´kok oszta´lya´n?
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? Milyen szerkezetu˝ a reakt´ıv alkuhalmaz a ne´gyszereplo˝s nem kiegyensu´lyo-
zott ja´te´kokban?
? Cso¨kkentheto˝-e, e´s ha igen mennyire, egy ne´gyszereplo˝s ja´te´k reakt´ıv alku-
halmaza´t alkoto´ ve´ges sok konvex polie´der sza´ma´ra adott felso˝ korla´t?
A klasszikus alkuhalmazzal kapcsolatos sejte´su¨nk alapja´n u´gy gondoljuk, hogy a
reakt´ıv alkuhalmaz esete´ben is adhato´ az eml´ıtett 512-ne´l sokkal kisebb felso˝ korla´t
is.
Granot e´s Maschler [13] azt is igazolta´k, hogy Maschler [20] h´ıres o¨tszerep-
lo˝s teljesen kiegyensu´lyozott ja´te´ka´ban a reakt´ıv alkuhalmaz egybeesik a klasszi-
kus alkuhalmazzal, teha´t a reakt´ıv alkuhalmaz is szigoru´an bo˝vebb, mint a mag.
Ugyanakkor, ma´r az elo˝zo˝ fejezetben ismertetett eredme´nyeket megelo˝zo˝en ismert
volt, hogy a reakt´ıv alkuhalmaz nem bo˝vebb a magna´l a hozza´rendele´si ja´te´kok-
ban (Granot [9]), illetve az egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´kokban (Granot, Granot, Zhou
[12]). E´rdekes volna olyan specia´lis szerkezetu˝, kiegyensu´lyozott ja´te´kt´ıpus(oka)t
ismerni, ahol a reakt´ıv alkuhalmaz szigoru´an tartalmazza a magot, de szigoru´an
szu˝kebb a klasszikus alkuhalmazna´l.
A szemireakt´ıv alkuhalmaz (Sudho¨lter, Potters [40]) a´ltal modellezett alkufo-
lyamatban a ta´mado´ ja´te´kos ro¨gto¨n ko¨zli a kontra´ja´ban haszna´lt koal´ıcio´t, de az
u´j kifizete´seket majd csak akkor a´rulja el, ha a ve´dekezo˝ ja´te´kos megadta, hogy
melyik koal´ıcio´n keresztu¨l fog ve´dekezni. A ta´mado´ ja´te´kos ma´r ennek ismere-
te´ben hata´rozhatja meg az a´ltala megnevezett koal´ıcio´ tagjainak sza´nt megemelt
u´j kifizete´seket, amiket a ve´dekezo˝ ja´te´kos vagy ke´pes megadni az o˝ koal´ıcio´ja´ban
is szereplo˝ ja´te´kosoknak, e´s tartani az eredeti kifizete´st a to¨bbieknek, vagy sem.
Ebben az esetben is nyilva´n ko¨nnyebb megalapozott kontra´kkal elo˝a´llni, mint ha
ro¨gto¨n mindent ela´rult volna, de nehezebb, mint ha csak a kontra te´nye´t ko¨zo¨lne´.
A szemireakt´ıv alkuhalmaz teha´t szu˝kebb, mint a klasszikus alkuhalmaz, de tartal-
mazza a reakt´ıv alkuhalmazt. Ko¨vetkeze´ske´ppen, a szemireakt´ıv alkuhalmaz sem
u¨res, ha a ja´te´k eloszta´shalmaza nem u¨res, tova´bba´, legfeljebb ha´romszereplo˝s ja´-
te´kokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Sudho¨lter e´s Potters [40] ko¨zo¨lnek
egy olyan gyenge´n szuperaddit´ıv, de nem kohe´z´ıv ne´gyszereplo˝s ja´te´kot, amelyben
a reakt´ıv alkuhalmaz szigoru´an szu˝kebb, mint a szemireakt´ıv alkuhalmaz, illetve
egy olyan gyenge´n szuperaddit´ıv, de nem kohe´z´ıv ne´gyszereplo˝s ja´te´kot, amelyben
a szemireakt´ıv alkuhalmaz szigoru´an szu˝kebb, mint a klasszikus alkuhalmaz. Itt
is felmeru¨lnek a ko¨vetkezo˝ ke´rde´sek:
? A maxima´lis to¨bblet ja´te´kok seg´ıtse´ge´vel jellemezheto˝-e a szemireakt´ıv alku-
halmaz?
? Milyen felte´telek mellett esik egybe a szemireakt´ıv alkuhalmaz a reakt´ıv al-
kuhalmazzal, illetve a klasszikus alkuhalmazzal a ne´gyszereplo˝s nem kiegyen-
su´lyozott ja´te´kok oszta´lya´n?
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? Milyen szerkezetu˝ a szemireakt´ıv alkuhalmaz a ne´gyszereplo˝s nem kiegyen-
su´lyozott ja´te´kokban?
Sudho¨lter e´s Potters [40] ugyan megmutatta´k, hogy a szemireakt´ıv alkuhalmaz is
ve´ges sok konvex polie´der unio´ja, de bizony´ıta´sukban expliciten nem adta´k meg
azokat a logikai mu˝veletekkel o¨sszekapcsolt linea´ris felte´telrendszereket, amelyek
le´ırja´k a szemireakt´ıv alkuhalmazt. Nincs tudoma´sunk ilyen ira´nyu´ eredme´nyekro˝l,
ı´gy ma´r a legkisebb nem trivia´lis esetben, a ne´gyszereplo˝s a´ltala´nos ja´te´kokra sem
tudunk ismertetni felso˝ korla´tot ezeknek a linea´ris felte´telrendszereknek a me´rete´re,
illetve a sza´ma´ra vonatkozo´an.
A Mas-Colell-alkuhalmaz (Mas-Colell [24]) is kontra´kra e´s rekontra´kra e´pu¨l, de
egyre´szt itt koal´ıcio´k alkudoznak koal´ıcio´kkal, ma´sre´szt a kontra´k e´s a rekontra´k
is kicsit ma´st jelentenek, mint az eddig ta´rgyalt (klasszikus, reakt´ıv, szemireakt´ıv)
alkuhalmazokna´l, harmadre´szt a megengedett kifizete´svektorok ko¨re nem korla´to-
zo´dik az eloszta´sokra, elvben ba´rmilyen sze´toszta´s szo´ba jo¨het.
Egy (N, v) ja´te´kban a sze´toszta´sok (sosem u¨res) halmaza´t jelo¨lje Im∗(N, v).
Egy adott x ∈ Im∗(N, v) sze´toszta´sna´l az (S, y) pa´r, ahol ∅ ̸= S ⊆ N , e´s y ∈ RS ,
egy gyenge kontra, ha y(S) = v(S), tova´bba´ yk ≥ xk minden k ∈ S-re, e´s legala´bb
egy k ∈ S-re az egyenlo˝tlense´g szigoru´. Az (S, y) gyenge kontra´ra a (T, z) pa´r, ahol
T ⊆ N e´s z ∈ RT , egy ero˝s rekontra, ha z(T ) = v(T ), tova´bba´ zk ≥ yk minden
k ∈ T ∩ S-re, zk ≥ xk minden k ∈ T \ S-re, e´s legala´bb egy k ∈ T -re az egyen-
lo˝tlense´g szigoru´. Vegyu¨k e´szre, hogy nincs semmi kiko¨te´s a gyenge kontra´ban
szereplo˝ S e´s az ero˝s rekontra´ban szereplo˝ T koal´ıcio´kra, az egyik aka´r re´szhal-
maza is lehet a ma´siknak. A Mas-Colell-alkuhalmaz azon sze´toszta´sok halmaza,
amelyekne´l minden gyenge kontra´ra van ero˝s rekontra, ma´ske´ppen, amelyekne´l
nincsen Mas-Colell-fe´le megalapozott kontra.
Mas-Colell [24] bizony´ıtotta, hogy a Mas-Colell-alkuhalmaz ba´rmilyen ja´te´k-
ban nem u¨res (sze´toszta´sok minden ja´te´kban vannak), tova´bba´, hogy tartalmaz-
za a magot (mag eloszta´sokna´l gyenge kontra´k sincsenek). Viszont Mas-Colell
[24] ko¨zo¨lt egy olyan ne´gyszereplo˝s teljesen kiegyensu´lyozott (teha´t szuperaddit´ıv)
ja´te´kot, amelyben a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmaz magon k´ıvu¨li eloszta´st is.
Gime´nez-Go´mez e´s Vilella [8] bizony´ıtotta, hogy ha´romszereplo˝s szuperaddit´ıv e´s
kiegyensu´lyozott ja´te´kokban a mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal, de a szu-
peradditivita´s ne´lku¨l az egybeese´s ma´r nem felte´tlenu¨l teljesu¨l. Terme´szetszeru˝leg
ado´dik a ke´rde´s, hogy
? milyen szerkezetu˝ a Mas-Colell-alkuhalmaz a ha´romszereplo˝s, esetleg a ne´gy-
szereplo˝s nem szuperaddit´ıv e´s/vagy nem kiegyensu´lyozott ja´te´kokban?
Ezekben a vizsga´latokban is nagyon hasznos lehet a ko¨vetkezo˝ eredme´ny, ami a
3.1. te´tellel van szoros kapcsolatban.
5.1. Te´tel. (Holzman [15])
Tetszo˝leges v ja´te´kban, az x ∈ Im∗(v) \ Co(v) sze´toszta´sna´l pontosan akkor van
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Mas-Colell-fe´le megalapozott kontra, ha a wx maxima´lis to¨bblet ja´te´k kiegyensu´-
lyozott.
Kiemelju¨k, hogy ez a te´tel a Mas-Colell-alkuhalmaz elemeinek egy karakteriza´cio´ja´t
adja, a maxima´lis to¨bblet ja´te´k kiegyensu´lyozottsa´ga alapja´n ba´rmelyik sze´tosz-
ta´sro´l pontosan eldo¨ntheto˝, hogy a halmazba tartozik-e, vagy sem. A 3.1. te´tel
szerint viszont ugyanezzel a sege´deszko¨zzel az eloszta´soknak csak egy olyan hal-
maza´t tudjuk azonos´ıtani, amely biztosan (de a´ltala´ban szigoru´an) tartalmazza a
klasszikus alkuhalmazt, ra´ada´sul a 3.1. te´tel csak a szuperaddit´ıv esetben a´ltala´-
nos e´rve´nyu˝. A 3.1. e´s 5.1. te´telek o¨sszevete´se´bo˝l ado´dik Holzman [15] egy ma´sik
fontos eredme´nye:
– szuperaddit´ıv ja´te´kokban a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmazza a klasszikus
alkuhalmazt,
mivel a sze´toszta´sok halmaza bo˝vebb, mint az eloszta´sok halmaza.
A 5.1. te´tel seg´ıtse´ge´vel to¨bb (teljesen) kiegyensu´lyozott ja´te´kt´ıpusra ko¨nnyen
igazolhato´ a Mas-Colell-alkuhalmaz e´s a mag egybeese´se. Az elo˝zo˝ fejezetben
haszna´lt gondolatmenetet ko¨vetve, ha bizony´ıthato´, hogy tetszo˝leges sze´toszta´sna´l
a maxima´lis to¨bblet ja´te´k is az adott ja´te´koszta´lyba tartozik, teha´t kiegyensu´-
lyozott, akkor magon k´ıvu¨li sze´toszta´s nem tartozhat a Mas-Colell-alkuhalmazba,
teha´t egybeesnek.
Pe´lda´ul, a konvex ja´te´kokra az 3.1. a´ll´ıta´s 7. pontja alapja´n a 5.1. te´telbo˝l
ro¨gto¨n ko¨vetkezik a Mas-Colell-alkuhalmaz e´s a mag egybeese´se is, mivel minden
konvex ja´te´k (teljesen) kiegyensu´lyozott (Shapley [33]).
A ve´to´ kontrolla´lt monoton ja´te´kokra is ero˝s´ıtheto˝ az elo˝zo˝ fejezetben ta´rgyalt
ekvivalencia eredme´ny (Solymosi [35]) a magnak a Mas-Colell-alkuhalmazzal valo´
egybeese´se´re. Bizony´ıta´sunk a ko¨vetkezo˝:
Legyen v egy monoton i-ve´to´ ja´te´k, a 0-normaliza´ltja´t jelo¨lje v0. Mivel v(j) = 0
minden j ̸= i-re, nyilva´n v0 is egy monoton i-ve´to´ ja´te´k, teha´t szuperaddit´ıv is.
Alkalmazhatjuk teha´t v0-ra Atay e´s Solymosi [1] e´szreve´tele´t, miszerint
– egy szuperaddit´ıv 0-normaliza´lt ja´te´kban egy x sze´toszta´s a´ltal induka´lt ma-
xima´lis to¨bblet ja´te´k 0-normaliza´ltja ugyanaz, mint a sze´toszta´s pozit´ıv re´sze
a´ltal induka´lt maxima´lis to¨bblet ja´te´k, azaz w0x(S) = wx+(S) minden S ⊆ N -
re, ahol x+i = max{xi, 0} minden i ∈ N -re.
Vegyu¨nk egy tetszo˝leges x sze´toszta´st a v0 monoton i-ve´to´ ja´te´kban. Mivel
v0(T ) = 0 minden T ⊆ N \ {i}-re, e´s x+i ≥ 0 minden i ∈ N -re, a v0 to¨bblet
ja´te´ka´ban ex+(T ) ≤ 0 minden T ⊆ N \ {i}-re, teha´t a maxima´lis to¨bblet ja´te´ka´-
ban wx+(N \ {i}) = 0, vagyis az i egy ve´to´ ja´te´kos a (defin´ıcio´ szerint) monoton
wx+ ja´te´kban. Kapjuk, hogy a w
0
x = wx+ ja´te´k kiegyensu´lyozott. A 5.1. te´tel-
bo˝l, valamint a magnak e´s a Mas-Colell-alkuhalmaznak a 0-normaliza´la´sra valo´
kovariancia´ja´bo´l ko¨vetkezik, hogy
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– ve´to´ kontrolla´lt monoton ja´te´kokban a mag e´s a Mas-Colell-alkuhalmaz egy-
beesnek.
Megjegyezzu¨k, hogy a ve´to´ kontrolla´lt monoton egyszeru˝ ja´te´kokra Einy e´s Wettstein
[7] ezt az ekvivalencia´t ma´r igazolta´k.
Ve´gezetu¨l megeml´ıtju¨k, hogy az elo˝zo˝ fejezetben ta´rgyalt mindegyik tova´bbi
ja´te´koszta´lyra is igaz az ero˝sebb mag ekvivalencia is, mivel mindegyik eml´ıtett
ja´te´koszta´ly tartalmazza a tetszo˝leges sze´toszta´sna´l vett maxima´lis to¨bblet ja´te´kot
is. Ezen a´ll´ıta´sok bizony´ıta´sa megtala´lhato´ az ala´bb felsorolt munka´kban.
5.2. Te´tel. A mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal
– a permuta´cio´s ja´te´kokban (Solymosi, Raghavan, Tijs [37]);
– az ero˝sen kiegyensu´lyozott part´ıcio´s ja´te´kokban, specia´lisan a hozza´rendele´si
ja´te´kokban, illetve a fao¨sszefu¨ggo˝ addit´ıv ja´te´kokban (Solymosi [38]);
– az egyszeru˝ ha´lo´zati ja´te´kokban (Solymosi [38]);
– az elado´-ce´g-vevo˝ ja´te´kokban (Atay, Solymosi [1]).
Az ı´ra´sunkban ismertetett sza´mos egybeese´si eredme´ny alapja´n meggyo˝zo˝de´-
su¨nk, hogy a maxima´lis to¨bblet ja´te´kok kiegyensu´lyozottsa´ga´nak vizsga´lata´val sza´-
mos tova´bbi (teljesen) kiegyensu´lyozott ja´te´kt´ıpusra is viszonylag ko¨nnyen igazol-
hato´k (vagy ca´folhato´k) lesznek ku¨lo¨nfe´le, elso˝sorban a klasszikus e´s a Mas-Colell-
alkuhalmazokkal kapcsolatos mag ekvivalencia eredme´nyek.
Az alkuhalmazokkal valo´ tova´bbi ismerkede´sre az itt eml´ıtett munka´kon k´ı-
vu¨l elso˝sorban a (Peleg, Sudho¨lter [28]), illetve (Maschler, Solan [23]) ko¨nyvek
megfelelo˝ fejezeteit aja´nljuk.
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COINCIDENCE OF BARGAINING SETS AND THE CORE
Tama´s Solymosi
The core is the most frequently studied set-valued solution of cooperative games. It
embodies the basic stability requirement that the allocation of the grand coalition value must
be acceptable for all coalitions. In many games no such allocation exists, hence other solution
concepts which are nonempty even for games with empty core are also needed. Among the
plethora of available nonempty core extensions, here only the best known bargaining sets are
discussed. The common feature of the various bargaining sets is that, in addition to core
allocations, they also admit non-core imputations at which disruption by a coalition could
happen, but can be prevented by raising the payoffs to the disruptive players. The aim of
the paper is to give an introductory overview of known results, augmented by some new
observations and open questions, on the coincidence of the core and the classical, the reactive,
the semireactive, and the Mas-Colell bargaining sets.
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A LOGARITMIKUS LEGKISEBB NE´GYZETEK MO´DSZERE´NEK
KARAKTERIZA´CIO´I
CSATO´ LA´SZLO´
To¨bbszempontu´ do¨nte´si proble´ma´k megolda´sa sora´n gyakran szu¨kse´gesse´
va´lik su´lyvektor sza´mı´ta´sa a do¨nte´shozo´ a´ltal megadott pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s
ma´trixbo´l. Az e ce´lra szolga´lo´ mo´dszerek ko¨zo¨tti va´laszta´s egyik lehetse´ges
u´tja az axiomatikus megko¨zel´ıte´s alkalmaza´sa. A cikk az egyik legne´pszeru˝bb
elja´ra´s, a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere, valamint az eza´ltal
genera´lt rangsor egy-egy axiomatikus karakteriza´cio´ja´t mutatja be.
1. Bevezete´s
Do¨nte´si proble´ma´k modelleze´sekor sza´mtalan alkalommal tala´lkozhatunk a pa´-
ros o¨sszehasonl´ıta´sok fogalma´val: a do¨nte´shozo´nak azt a ke´rde´st tesszu¨k fel, ha´ny-
szor tekinti az egyik elemet jobbnak vagy nagyobbnak a ma´sikna´l. A kapott va´la-
szok jellemzo˝en nem teljes´ıtik a konzisztencia ko¨vetelme´nye´t, megto¨rte´nhet, hogy
A alternat´ıva ke´tszer jobb, mint B, B pedig ha´romszor jobb C-ne´l, ennek ellene´re
A nem hatszor jobb C-ne´l. Ugyanez a jelense´g elo˝fordulhat objekt´ıv adatokbo´l
fel´ırt pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok esete´n is, pe´lda´ul orsza´gok rangsorola´sa´na´l
[39], de a sportban sem ismeretlen a
”
ko¨rbevere´s” jelense´ge [5, 10, 16, 19]. Ilyenkor
egya´ltala´n nem trivia´lis feladat az inkonzisztens pa´ros o¨sszehasonl´ıta´sokbo´l ado´-
do´ preferencia´kat a legjobban ko¨zel´ıto˝ su´lyvektor meghata´roza´sa, az irodalomban
nem ve´letlenu¨l javasoltak ku¨lo¨nbo¨zo˝ mo´dszereket erre a ce´lra [12].
Az elja´ra´sok ko¨zo¨tti va´laszta´s egyik lehetse´ges u´tja az axiomatikus megko¨ze-
l´ıte´s alkalmaza´sa, vagyis ne´ha´ny, a mo´dszerekto˝l
”
elva´rt” tulajdonsa´g bevezete´se,
majd annak vizsga´lata, mely elja´ra´sok teljes´ıtik azokat. [36] ko¨nyve´ben ha´rom
lehetse´ges esetet eml´ıt az axio´ma´k kapcsolata´ro´l: (I) az axio´ma´k ellentmondo´-
ak, egyetlen mo´dszer sem ele´g´ıtheti ki egyszerre mindegyiket; (II) pontosan egy
mo´dszer teljes´ıti az axio´ma´kat, azok karakteriza´lja´k az adott elja´ra´st; (III) az axi-
o´ma´k to¨bb mo´dszer alkalmaza´sa´t is megengedik. Ezentu´l a leginka´bb
”
va´gyott”
(II) esetben, a karakteriza´cio´ bizony´ıta´sa´ban meg szoka´s vizsga´lni a felhaszna´lt
axio´ma´k logikai fu¨ggetlense´ge´t, mert kideru¨lhet, esetleg kevesebb is ele´g a k´ıva´nt
eredme´ny ele´re´se´hez. Erre kiva´lo´ pe´lda [9] eredme´nye a Keme´ny-ta´volsa´g eredeti
karakteriza´cio´ja´ban szereplo˝ egyik tulajdonsa´g redundancia´ja´ro´l.
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Az uto´bbi e´vekben hazai kutato´k to¨bbszo¨r foglalkoztak bizonyos mo´dszerek
axiomatikus megalapoza´sa´val, elso˝sorban a ja´te´kelme´let teru¨lete´n. Az Alkalma-
zott Matematikai Lapok hasa´bjain [40] ta´rgyalta a Shapley-e´rte´k axiomatiza´la´sait.
[46] a Shapley-e´rte´k, [27] az ara´nyos cso˝dszaba´ly, [45] egy szake´rto˝k kiva´laszta´sa´ra
alkalmas elja´ra´s karakteriza´cio´ja´t adta. [20] e´s [24] az elso˝ axiomatiza´cio´k a pa´-
ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok inkonzisztencia´ja´nak me´re´se´ben. A felsorola´sbo´l nem
hia´nyozhatnak a lehetetlense´gi te´telek, az axio´ma´k o¨sszeegyeztethetetlense´ge´vel
kapcsolatos eredme´nyek sem: [28] a kocka´zateloszta´s, [22] e´s [23] a pa´ros o¨sszeha-
sonl´ıta´sokon alapulo´ sport rangsorola´s teru¨lete´n jutott
”
negat´ıv” eredme´nyre.
A ko¨vetkezo˝kben a pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok su´lyvektora´nak sza´mı´ta´sa´val
kapcsolatos axiomatiza´cio´kat ta´rgyalunk. Az 1. fejezet a fo˝bb elme´leti fogalmakat,
az 1. fejezet az irodalmi elo˝zme´nyeket ismerteti. Az 1. fejezet a su´lyoza´si mo´d-
szerekre (1. alfejezet), illetve a rangsorola´si elja´ra´sokra (1. alfejezet) vonatkozo´
tulajdonsa´gokat mutatja be. Te´teleinket az 1. fejezetben mondjuk ki. Miuta´n e
cikk o¨sszefoglalo´ ce´llal ı´ro´dott, a bizony´ıta´sok – nagyre´szt technikai – re´szleteit nem
ko¨zo¨lju¨k, az e´rdeklo˝do˝ olvaso´ a kapcsolo´do´ munka´kban [21, 25] megtala´lja azokat.
Ve´gu¨l az 1. fejezet ne´ha´ny ko¨vetkeztete´st, ı´ge´retes kutata´si ira´nyt fogalmaz meg.
2. A su´lyvektor sza´mı´ta´sa
Ce´lunk n alternat´ıva rangsora´nak meghata´roza´sa pa´ronke´nti o¨sszehasonl´ıta´saik
alapja´n. Legyen aij az i alternat´ıva j alternat´ıva´hoz viszony´ıtott relat´ıv e´rte´kele´se,
a
”
Ha´nyszor jobb az i alternat´ıva a j alternat´ıva´na´l?” ke´rde´sre adott numerikus
va´lasz.
Jelo¨lje Rn+ e´s R
n×n
+ a pozit´ıv (minden elem nulla´na´l nagyobb) n elemu˝ vektorok
e´s n×n-es ma´trixok halmaza´t. Legyen N = {1, 2, . . . , n} az alternat´ıva´k halmaza.
2.1. Defin´ıcio´. Pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix : Az A = [aij ] ∈ Rn×n+ ma´trix
pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix, ha aji = 1/aij minden 1 ≤ i, j ≤ n-re.
Jelo¨lje An×n az n× n-es pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok halmaza´t.
Az A pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixot konzisztensnek nevezzu¨k, amennyiben
aik = aijajk minden 1 ≤ i, j, k ≤ n esete´n. Ellenkezo˝ esetben a ma´trix inkon-
zisztens. Egy A pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix akkor e´s csak akkor konzisztens, ha
elemei elo˝a´llnak az aij = wi/wj alakban.




Legyen Rn az n elemu˝ su´lyvektorok halmaza.
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2.3. Defin´ıcio´. Su´lyoza´si mo´dszer : Az f : An×n →Rn fu¨ggve´ny egy su´lyoza´si
mo´dszer.
A su´lyoza´si mo´dszer minden pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixhoz egy su´lyvektort
rendel. Az irodalomban sza´mos ku¨lo¨nbo¨zo˝ su´lyoza´si mo´dszert javasoltak (ismerte-
te´su¨ket la´sd [12]), az egyik legne´pszeru˝bb az ala´bbi.
2.4. Defin´ıcio´. Logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere (LLSM) [14, 15, 29,
30, 41]: A logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere azA→ wLLSM (A) fu¨ggve´ny,
















Az LLSM -et me´rtani ko¨ze´p mo´dszernek is nevezik, mert (1) optimuma a sor-












A su´lyoza´si mo´dszerek haszna´lata gyakran csak az alternat´ıva´k rangsor a´nak
meghata´roza´sa´t ce´lozza. A ≽ rangsor egy teljes (i ≽ j vagy i ≼ j minden i, j ∈ N
esete´n) elo˝rendeze´s, azaz reflex´ıv (i ≽ i minden i ∈ N -re) e´s tranzit´ıv (ba´rmely
i, j, k ∈ N -re: i ≽ j e´s j ≽ k esete´n i ≽ k) bina´ris rela´cio´ az alternat´ıva´k N
halmaza´n.
A ≽ rangsor aszimmetrikus e´s szimmetrikus re´szeit ≻ e´s ∼ jelo¨li: i ≻ j akkor
e´s csak akkor, ha i ≽ j teljesu¨l, de j ≽ i nem; i ∼ j pedig pontosan akkor, ha i ≽ j
e´s j ≽ i.
Legyen Rn az n alternat´ıva o¨sszes lehetse´ges rangsorainak halmaza.
2.5. Defin´ıcio´. Rangsorola´si mo´dszer : A g : An×n → Rn fu¨ggve´ny egy rang-
sorola´si mo´dszer.
A rangsorola´si mo´dszer minden pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixhoz hozza´rendeli
az alternat´ıva´k egy rangsora´t. A tova´bbiakban ≽gA a g rangsorola´si mo´dszer A
pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixra to¨rte´no˝ alkalmaza´sa´nak eredme´nye´t jelo¨li.
Vila´gos, hogy minden su´lyoza´si mo´dszer egye´rtelmu˝en meghata´roz egy rang-
sorola´si mo´dszert. Pe´lda´ul a ≽LLSM logaritmikus legkisebb ne´gyzetek rangsorola´si
mo´dszer esete´n i ≽LLSMA j akkor e´s csak akkor, ha wLLSMi (A) ≥ wLLSMj (A). Egy
rangsorola´si mo´dszer azonban to¨bb su´lyoza´si mo´dszer eredme´nyeke´nt is elo˝a´llhat.
A ta´rsadalmi va´laszta´sok elme´lete´ben jo´l ismert rangsorola´si mo´dszer [11, 35]
fogalma´t [18] alkalmazta a pa´ros o¨ssszehasonl´ıta´s ma´trixok ta´rgyala´sa´ban, ba´r ko-
ra´bban egyes szerzo˝k implicit mo´don haszna´lta´k azt (la´sd pe´lda´ul [26, 34, 38, 44]).
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3. A su´lyoza´si mo´dszerek karakteriza´cio´i
A pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok su´lyvektora´nak sza´mı´ta´sa´ra terme´szetesen
ma´r szinte´n to¨bbszo¨r alkalmazta´k az axiomatikus megko¨zel´ıte´st. Valo´sz´ınu˝leg az
elso˝ ilyen munka [32] a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´nek karakteri-
za´la´sa´ro´l. Az ehhez szu¨kse´ges ne´gy tulajdonsa´g, a korrekt eredme´ny a konzisztens
esetben (correct result in the consistent case), az o¨sszehasonl´ıta´s sorrendje´re valo´
invariancia (comparison order invariance), a simasa´g (smoothness) e´s a hatva´nyo-
za´s invariancia (power invariance).1 [33, Theorem 2] e´rtelme´ben a hatva´nyoza´s
invariancia kicsere´le´se a rangsor mego˝rze´s (rank preservation) ko¨vetelme´nyre a
[42, 43] a´ltal javasolt saja´tvektort mo´dszert karakteriza´lja.
Az axio´ma´k ko¨zu¨l az elso˝ ketto˝ aligha vitathato´. [8] azonban egy olyan ce´l-
programoza´si mo´dszert mutat, mely invaria´ns a hatva´nyoza´sra is, e´s teljes´ıti a
simasa´g egy szerintu¨nk terme´szetesebb, alternat´ıv megfogalmaza´sa´t (a deriva´l-
hato´ fu¨ggve´nyek e´s folytonos deriva´ltak seg´ıtse´ge´vel to¨rte´no˝ le´ıra´s helyett annak
megko¨vetele´se, hogy a ma´trixelemek kis va´ltoza´sa a su´lyvektorban se eredme´nyez-
hessen nagy va´ltoza´st), tova´bba´ egy outlier megle´te me´g nem akada´lyozza meg
az eredeti preferenciavektor azonos´ıta´sa´t. [13] egy u´jabb ce´lprogramoza´si elja´ra´st
karakteriza´lt.
A simasa´g e´s a hatva´nyoza´s-invariancia aka´r teljes ege´sze´ben elhagyhato´ a lo-
garitmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´nek axiomatiza´la´sa´bo´l. Ezeket [3] egy
konzisztenciaszeru˝ ko¨vetelme´nyre csere´li: a su´lyvektornak ugyanannak kell lennie,
ha to¨bb pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix aggrega´ltja´bo´l sza´mı´tjuk, vagy a priorita´so-
kat egyenke´nt hata´rozzuk meg az egyes ma´trixokra, majd ezeket a me´rtani ko¨ze´p
mo´dszerrel o¨sszegezzu¨k. [2] ezen axio´ma´t e´s az o¨sszehasonl´ıta´s sorrendje´re valo´
invariancia´t egyetlen tulajdonsa´ggal helyettes´ıti, miszerint az alternat´ıva´k su´lya
csak a pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix megfelelo˝ sora´to´l fu¨gghet. [31]-hez hasonlo´an
ezt kisse´ mesterse´ges felte´telnek tartjuk.
A fenti eredme´nyek alapja´n a pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixokbo´l sza´rmazo´ su´ly-
vektor meghata´roza´sa´nak proble´ma´ja axiomatikus szempontbo´l sem tu˝nik leza´rt-
nak. Jelen cikk ehhez a ke´rde´shez szeretne hozza´ja´rulni a logaritmikus legkisebb
ne´gyzetek mo´dszere´nek ke´t karakteriza´cio´ja´t bemutatva. Az elso˝ az elja´ra´sra mint
su´lyoza´si mo´dszerre vonatkozik, a ke´t axio´ma ko¨zu¨l az egyik szinte terme´szetes el-
va´ra´s, a ma´sik pedig egyfajta loka´lis jo´l viselkede´st ko¨vetel meg. Miuta´n az uto´bbi
nem felte´tlenu¨l vitathatatlan ko¨vetelme´ny, ez az axiomatiza´cio´ inka´bb a mo´dszer
jobb mege´rte´se´t seg´ıtheti. A ma´sodik karakteriza´cio´s eredme´ny az alternat´ıva´k
logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´vel kapott rangsora´ra vonatkozik, mi-
uta´n a javasolt axio´ma´k csak az alternat´ıva´k relat´ıv viszonya´t veszik figyelembe.
Itt mindha´rom tulajdonsa´g jo´l indokolhato´, so˝t, a bizony´ıta´sban ko¨zponti szerepet
ja´tszo´ axio´ma a to¨bbszempontu´ do¨nte´selme´let Analytic Hierarchy Process (AHP)
1 A kora´bbi karakteriza´cio´kban haszna´lt tulajdonsa´gok ko¨zu¨l csak azokat vezetju¨k be forma´-
lisan az 1. fejezetben, melyek jelen cikk szempontja´bo´l jelento˝se´ggel b´ırnak.
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mo´dszere´nek
”
atyja”, Thomas L. Saaty egyik – Acze´l Ja´nossal ko¨zo¨s – nevezetes
eredme´nye´n [1] alapul.
4. Axio´ma´k
Ez a fejezet ne´ha´ny su´lyoza´si, illetve rangsorola´si mo´dszerrel szembeni ko¨vetel-
me´nyt ismertet.
4.1. Su´lyoza´si mo´dszerek tulajdonsa´gai
4.1. Axio´ma. Korrektse´g (correctness, CR): Legyen A ∈ An×n egy konzisz-
tens pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix. Az f : An×n → Rn su´lyoza´si mo´dszer korrekt,
ha fi(A)/fj(A) = aij minden 1 ≤ i, j ≤ n-re.
A CR axio´ma megko¨veteli, hogy a su´lyvektor minden konzisztens pa´ros o¨ssze-
hasonl´ıta´s ma´trix esete´n a ma´trixot genera´lo´ vektor legyen. A tulajdonsa´got [32]
vezette be korrekt eredme´ny a konzisztens esetben (correct result in the consistent
case) ne´ven, e´s to¨bbek ko¨zo¨tt [2], [3], valamint [33] haszna´lta.
4.1. Sege´dte´tel. A logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere teljes´ıti a CR
axio´ma´t.
4.1. Defin´ıcio´. α-transzforma´cio´ egy tria´don (α-transformation on a triad):
Legyen A ∈ An×n egy pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix, 1 ≤ i, j, k ≤ n pe-
dig ha´rom ku¨lo¨nbo¨zo˝ alternat´ıva. Az (i, j, k) ha´rmason (tria´don) ve´grehajtott
α-transzforma´cio´ eredme´nye az Aˆ ∈ An×n pa´ros o¨sszehasonl´ıta´si ma´trix, ahol
aˆij = αaij (aˆji = aji/α), aˆjk = αajk (aˆkj = akj/α), aˆki = αaki (aˆik = aik/α) e´s
aˆℓm = aℓm minden ma´s elemre.
A tria´don ve´gzett α-transzforma´cio´ ha´rom ma´trixelemet mo´dos´ıt egy ko¨r men-
te´n. Az α = 3
√
aik/(aijajk) parame´terva´laszta´ssal az i, j, k alternat´ıva´k vonatko-
za´sa´ban megteremtheto˝ a loka´lis konzisztencia, hiszen ekkor aˆij aˆjk = α
2aijajk =
aik/α = aˆik. Ugyanakkor ez a va´ltoztata´s ”
elronthatja” ma´s alternat´ıvaha´rmasok
konzisztencia´ja´t.
4.2. Axio´ma. α-transzforma´cio´to´l valo´ fu¨ggetlense´g egy tria´don (invariance to
α-transformation on a triad, ITT ): LegyenA, Aˆ ∈ An×n ke´t pa´ros o¨sszehasonl´ıta´-
si ma´trix u´gy, hogy Aˆ megkaphato´ az A ma´trix egy tria´dja´n ve´gzett
α-transzforma´cio´val. Az f : An×n → Rn su´lyoza´si mo´dszer fu¨ggetlen a tria´don
ve´grehajtott α-transzforma´cio´ra ne´zve, ha f(A) = f(Aˆ).
Az ITT axio´ma fenna´lla´sakor a su´lyvektort nem befolya´solja´k a tria´dokon ve´g-
zett α-transzforma´cio´k. A tulajdonsa´g bevezete´se´t [4] ko¨rfu¨ggetlense´g (indepen-
dence of circuits) nevu˝ axio´ma´ja inspira´lta (magyar nyelven la´sd [17]).
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Az e transzforma´cio´to´l valo´ fu¨ggetlense´g megko¨vetele´se az ala´bbi e´rvele´ssel in-
dokolhato´. Tekintsu¨nk egy sportversenyt, ahol i ja´te´kos legyo˝zte j-t, j legyo˝zte
k-t, ve´gu¨l k legyo˝zte i-t, vagyis a ha´rom ja´te´kos
”
ko¨rbeverte” egyma´st. Legyen
mindha´rom gyo˝zelem e´s verese´g egyene´rte´ku˝. A ja´te´kosok rangsora´t e´szszeru˝nek
tu˝nik va´ltozatlanul hagyni, amennyiben a ha´rom me´rko˝ze´s eredme´nye´t ugyanolyan
me´rte´kben e´s ira´nyban mo´dos´ıtjuk. Pe´lda´ul mindegyiket az ellenkezo˝je´re ford´ıt-
hatjuk (azaz imma´r i ugyanolyan ara´nyu´ verese´get szenved j-to˝l, mint j ja´te´kos
k-to´l, k pedig i-to˝l), vagy do¨ntetlenre va´ltoztathatjuk azokat. Az ITT axio´ma
le´nyege´ben ezen elva´ra´s formaliza´la´sa.
4.2. Rangsorola´si mo´dszerek tulajdonsa´gai
4.3. Axio´ma. Anonimita´s (anonymity, ANO): Legyen A = [aij ] ∈ An×n egy
pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix, σ : N → N az alternat´ıva´k halmaza´nak egy per-
muta´cio´ja, mı´g σ(A) = [σ(a)ij ] ∈ An×n az A-bo´l ezen permuta´cio´ re´ve´n kaphato´
pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix, azaz σ(a)ij = aσ(i)σ(j). A g : An×n → Rn rangsoro-
la´si mo´dszer anonim, ha i ≽gA j ⇐⇒ σ(i) ≽gσ(A) σ(j) minden 1 ≤ i, j ≤ n-re.
Az anonimita´s e´rtelme´ben az alternat´ıva´k rangsora nem fu¨gghet azok elneve-
ze´se´to˝l. Ezt a tulajdonsa´got – su´lyoza´si mo´dszerek esete´n – [32] az o¨sszehasonl´ıta´s
sorrendje´re valo´ invariancia (comparison order invariance) ne´ven vezette be.
4.2. Defin´ıcio´. Pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok aggrega´la´sa (aggregation of pair-





















pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok. Az ezekbo˝l ke´pzett aggrega´lt pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s
ma´trix a ko¨vetkezo˝:








ij · · · a(k)ij
]
∈ An×n.
Teha´t pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok aggrega´la´sa az azonos poz´ıcio´ju´ ma´trix-
elemek me´rtani ko¨zepei a´ltal meghata´rozott pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixhoz vezet.
[1] axiomatikus e´rvele´ssel bizony´ıtja, hogy a me´rtani ko¨ze´p az egyetlen
”
jo´l visel-
kedo˝”aggrega´lo´ mo´dszer, mert nem le´tezik ma´s olyan kva´ziaritmetikai ko¨ze´p, mely
teljes´ıtene´ a reciprocita´s e´s a pozit´ıv homogenita´s ko¨vetelme´nye´t. A reciprocita´s
e´rtelme´ben a ma´trixelemek o¨sszegze´se, majd inverta´la´sa ugyanazt az eredme´nyt
adja, mint az egyenke´nti inverta´la´s, e´s az ezt ko¨veto˝ aggrega´la´s. Ez a tulajdonsa´g
garanta´lja az aggrega´lt ma´trix pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix volta´t (2.1. defin´ıcio´).
A pozit´ıv homogenita´s szerint pedig az o¨sszegzendo˝ ma´trixelemek mindegyike´nek
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ugyanazon pozit´ıv konstanssal to¨rte´no˝ megszorza´sa az aggrega´lt ma´trix megfelelo˝
eleme´t is ezzel ara´nyosan va´ltoztatja meg.
4.4. Axio´ma. Aggrega´la´s invariancia (aggregation invariance, AI): Legyenek
A(1),A(2), . . . ,A(k) ∈ An×n pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok, g : An×n → Rn
pedig egy olyan rangsorola´si mo´dszer, hogy i ≽g
A(ℓ)
j minden 1 ≤ ℓ ≤ k-re. Ekkor
g aggrega´la´s invaria´ns, ha i ≽g





j legala´bb egy 1 ≤ ℓ ≤ k esete´n.
A Pareto-elvnek is nevezett, ebben a forma´ban [21] a´ltal javasolt AI axio´ma a
csoportos do¨nte´shozatal ke´zenfekvo˝ felte´tele: amikor a do¨nte´shozo´k egyete´rtenek
abban, hogy az i alternat´ıva nem rosszabb j-ne´l, akkor ezt a rela´cio´t – az egye´ni
ve´leme´nyek o¨sszegze´se´vel kapott – aggrega´lt preferencia´knak is tu¨kro¨znie kell.
4.5. Axio´ma. Reszponzivita´s (responsiveness, RES): Legyenek A,A′ ∈ An×n
pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok, mı´g 1 ≤ i, j ≤ n ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ alternat´ıva u´gy,
hogy A e´s A′ minden eleme azonos a′ij > aij (a
′
ji < aji) kive´tele´vel. A
g : An×n → Rn
rangsorola´si mo´dszer reszponz´ıv, ha i ≽gA j ⇒ i ≻gA′ j.
A reszponzivita´s – egy terme´szetesnek tu˝no˝ monotonita´si tulajdonsa´g – e´rtel-
me´ben, amennyiben az i alternat´ıva nem rosszabb j-ne´l, akkor szigoru´an prefe-
ra´ltta´ kell va´lnia, miuta´n egyma´ssal szembeni pa´ros o¨sszehasonl´ıta´suk eredme´nye
i sza´ma´ra kedvezo˝en va´ltozik.
5. Axiomatiza´cio´k
Az ala´bbiakban a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´t karakteriza´ljuk.
5.1. Az LLSM mint su´lyoza´si mo´dszer
Az 1. fejezetben bemutatott, su´lyoza´si mo´dszerekre vonatkozo´ ke´t tulajdonsa´g
ma´r elegendo˝ egy elja´ra´s egye´rtelmu˝ meghata´roza´sa´hoz.
5.1. Te´tel. A logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere az egyetlen korrekt
e´s egy tria´don ve´grehajtott α-transzforma´cio´ra ne´zve fu¨ggetlen su´lyoza´si mo´dszer.
Bizony´ıta´s. La´sd [25, Theorem 4.1]. ⊓⊔
Miuta´n az 5.1. te´tel karakteriza´cio´ja csak ke´t tulajdonsa´got haszna´l, inka´bb
technikai jelento˝se´gu˝ az ala´bbi eredme´ny.
5.1. Sege´dte´tel. CR e´s ITT logikailag fu¨ggetlen axio´ma´k.
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Bizony´ıta´s. La´sd [25, Proposition 4.1]. ⊓⊔
Az 5.1. te´tel fo˝ u¨zenete, hogy a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere egy-
szerre rendelkezik jo´ loka´lis (ITT ) e´s globa´lis (CR) tulajdonsa´gokkal. Ez az egyet-
len olyan elja´ra´s, amely nem
”
romlik el” akkor, ha a pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix
va´gyott konzisztencia´ja´t
”
moho´”mo´don, mindig csak egy-egy alternat´ıvaha´rmasra
o¨sszpontos´ıtva szeretne´nk helyrea´ll´ıtani, miko¨zben nem engedju¨k meg a su´lyvek-
tor va´ltoza´sa´t. Ez aze´rt lehet ne´mileg meglepo˝, ugyanakkor egye´rtelmu˝en kedvezo˝
eredme´ny, mert elso˝ la´ta´sra egya´ltala´n nem nyilva´nvalo´, hogy a konzisztencia loka´-
lis helyrea´ll´ıta´sa, egy-egy tria´d
”
kijav´ıta´sa” ne su´lyosb´ıtana´ helyrehozhatatlanul a
ma´trix to¨bbi re´sze´n meglevo˝ inkonzisztencia´t (vagy rontana´ el a kezdetben meglevo˝
konzisztencia´t). Ilyen e´rtelemben az LLSM elja´ra´ssal kapott su´lyvektor nevezheto˝
a tria´don ve´gzett α-transzforma´cio´ fixpontja´nak.
Az 5.1. te´tel szerint, ha valaki nem e´rt egyet a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek
mo´dszere´nek haszna´lata´val, akkor a CR e´s ITT axio´ma´k ko¨zu¨l legala´bb az egyiket
el kell utas´ıtania. A korrektse´g elhagya´sa nehezen ve´dheto˝. A tria´don ve´grehajtott
α-transzforma´cio´to´l valo´ fu¨ggetlense´gro˝l adott esetben le lehet mondani, ba´r ezzel
elvesz´ıtju¨k a fenti egyszeru˝ iterat´ıv elja´ra´s alkalmazhato´sa´ga´t.
5.2. Az LLSM mint rangsorola´si mo´dszer
A 1 fejezetben ismertetett ha´rom tulajdonsa´g seg´ıtse´ge´vel karakteriza´lhato´ egy
rangsorola´si mo´dszer.
5.2. Te´tel. A logaritmikus legkisebb ne´gyzetek rangsorola´si mo´dszere az egyet-
len anonim, aggrega´la´sinvaria´ns e´s reszponz´ıv rangsorola´si mo´dszer.
Bizony´ıta´s. La´sd [21, Theorem 1]. ⊓⊔
A te´telben szereplo˝ tulajdonsa´gok egyike sem ne´lku¨lo¨zheto˝.
5.2. Sege´dte´tel. ANO, AI e´s RES logikailag fu¨ggetlen axio´ma´k.
Bizony´ıta´s. La´sd [21, Proposition 3]. ⊓⊔
Az 5.2. te´tel alapja´n az LLSM elja´ra´s elvete´se´hez az ANO, AI e´s RES tulaj-
donsa´gok valamelyike´t fel kell a´ldozni. Az anonimita´s elhagya´sa megmagyara´zha-
tatlan. Az aggrega´la´s invariancia alapja [1] h´ıres eredme´nye.2 Ve´gu¨l, a reszponzi-
vita´s felada´sa ellentmond a pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix elemeinek tulajdon´ıtott
jelente´snek. Minden bizonnyal ba´rmelyik va´llalati do¨nte´shozo´ ro¨vid u´ton elbocsa´-
tana´ azt a pe´nzu¨gyi tana´csado´ja´t, aki megpro´ba´lna´ megmagyara´zni, hogy aze´rt
kell kevesebb pe´nzt sza´nni egy projektre, mert annak relat´ıv hozama (va´ltozatlan
piaci ko¨ru¨lme´nyek, pe´lda´ul azonos kocka´zat mellett) va´ratlanul nagyobb lett.
2 A hivatkozott cikk 2019. februa´r 27-e´n 921 hivatkoza´ssal rendelkezett a Google Scholar, e´s
370-nel a Web of Science o¨sszes´ıte´se alapja´n.
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6. O¨sszefoglala´s
Az elo˝zo˝ekben a pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok su´lyvektora´nak meghata´roza´-
sa´ra szolga´lo´ egyik elja´ra´s, a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´vel kap-
csolatos ke´t karakteriza´cio´t ismertettu¨nk. Mindegyik hata´sos e´rvekkel szolga´l az
LLSM elja´ra´s alkalmaza´sa mellett, mely az itt ta´rgyaltakon tu´l sza´mos kedvezo˝
tulajdonsa´ggal rendelkezik (la´sd pe´lda´ul [2, 3, 31, 32, 33, 37]).
Ugyanakkor fontos felh´ıvni a figyelmet arra, hogy a bemutatott axiomatiza´cio´k
csak az o¨sszes pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trix halmaza´n e´rve´nyesek. Elso˝ ra´ne´ze´sre
enne´l szu˝kebb oszta´lyok va´laszta´sa nem jelenthet gondot, ez azonban te´vede´s [40]:
ke´t, egye´bke´nt ku¨lo¨nbo¨zo˝ su´lyoza´si vagy rangsorola´si elja´ra´s egy kisebb halmazon
ma´r egybeeshet, ı´gy ott nem felte´tlenu¨l az LLSM lesz az egyetlen olyan mo´dszer,
ami az o¨sszes axio´ma´t teljes´ıti. Pe´lda´ul konzisztens pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixok
esete´n az ITT axio´ma trivia´lis mo´don teljesu¨l, vagyis minden korrekt su´lyoza´si
mo´dszer azonos a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek mo´dszere´vel, ı´gy az 5.1. te´tel
a´ll´ıta´sa´nak egye´rtelmu˝se´gre vonatkozo´ re´sze hamis.
Tala´n e´rdekesebb ke´rde´s, vajon mi a helyzet egy bo˝vebb halmazon, a nem tel-
jesen kito¨lto¨tt pa´ros o¨sszehasonl´ıta´s ma´trixoke´n, ahol bizonyos o¨sszehasonl´ıta´sok
ismeretlenek is lehetnek. A ce´lfu¨ggve´ny oka´n a logaritmikus legkisebb ne´gyzetek
mo´dszere minden nehe´zse´g ne´lku¨l kiterjesztheto˝ erre az oszta´lyra [6], miko¨zben
az elja´ra´s bizonyos tulajdonsa´gai e´rve´nyesek maradnak [7]. Ez az a´ltala´nos´ıta´s
azonban ma´r egy ma´sik kutata´s te´ma´ja lehet.
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
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lo´snak pedig az axiomatikus ta´rgyala´s megismertete´se´e´rt, valamint a Budapesti
Corvinus Egyetem 2017. ma´rcius 17-i ja´te´kelme´leti szemina´riuma re´sztvevo˝inek
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CHARACTERIZATIONS OF THE LOGARITHMIC LEAST SQUARES METHOD
La´szlo´ Csato´
An axiomatic approach is applied for the problem of extracting weights or rankings of the
alternatives from a pairwise comparison ratio matrix. First, we provide an axiomatic charac-
terization of the Logarithmic Least Squares Method, which is sometimes called row geometric
mean. This procedure is shown to be the only one satisfying correctness in the consistent case,
which requires the reproduction of the inducing vector for any consistent matrix, and invariance
to a specific transformation on a triad, that is, the weight vector is not influenced by an arbi-
trary multiplication of matrix elements along a 3-cycle by a positive scalar. Second, it is proved
that the ordering induced by this method is uniquely determined by three independent axioms,
anonymity (independence of the labelling of alternatives), responsiveness (a kind of monotonicity
property) and aggregation invariance, which demands the preservation of the pairwise ranking
between two alternatives if unanimous individual preferences are combined by geometric mean.
Keywords: decision analysis; pairwise comparisons; ranking; geometric mean; axiomatic approach;
characterization.
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MEGJEGYZE´S AZ O¨KOLO´GIAI LA´BNYOM INPUT-OUTPUT MODELLEL
VALO´ SZA´MI´TA´SA´HOZ
DOBOS IMRE1
Az o¨kolo´giai, valamint a kapcsolo´do´ la´bnyomok sza´mı´ta´sa egyre ne´psze-
ru˝bb a ko¨rnyezet- e´s/vagy o¨kolo´giai ko¨zgazdasa´gtan mu˝velo˝i sza´ma´ra. A
dolgozat a sza´mı´ta´sok egy u´j mo´dszere´t vizsga´lja; nevezetesen azt a mo´dszer-
tant, amely a Leontief a´ltal kifejlesztett input-output modellt haszna´lja a la´b-
nyomok sza´mı´ta´sa´hoz. A dolgozat a statikus o¨kolo´giai la´bnyom input-output
modellel to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´nak irodalma´t bemutatva egy u´j mo´dszert
javasolt annak kisza´mı´ta´sa´hoz. A tova´bbfejlesztett mo´dszertan leheto˝se´get
nyu´jt tova´bbi la´bnyomok sza´mı´ta´sa´hoz is, mint a karbon-, vagy v´ızla´bnyom
meghata´roza´sa.
Keywords: input-output modell, o¨kolo´giai la´bnyom, ko¨rnyezet-gazdasa´gtan
1. Bevezete´s
A la´bnyomok, mindenekelo˝tt az o¨kolo´giai la´bnyom meghata´roza´sa a 90-es e´vek
eleje´re nyu´lik vissza (Rees [5], Wackernagel e´s Rees [6]). Ezen vizsga´latok ce´l-
ja annak meghata´roza´sa, hogy az egyes nemzetgazdasa´gok mekkora fo¨ldteru¨letet
haszna´lnak fel az orsza´g teru¨lete´n e´lo˝ ne´pesse´g szu¨kse´gleteinek kiele´g´ıte´se´hez. Az
a´gazati kapcsolatok me´rlege (A´KM), vagyis a Leontief-fe´le input-output modell
jo´ leheto˝se´get nyu´jt az ilyen sza´mı´ta´sok elve´gze´se´hez (Leontief [3], Miller e´s Blair
[4], Zalai [7]). A linea´ris modellek, mint az input-output modell, nagyfoku´ rugal-
massa´ga e´s ko¨nnyen alkalmazhato´sa´ga miatt a ko¨rnyezeti, o¨kolo´giai e´s regiona´lis
ko¨zgazdasa´gtanokban sze´les alkalmaza´sra tala´l.
Jelen dolgozatban ke´t, az irodalomban e´s alkalmaza´sban ne´pszeru˝ modellt mu-
tatunk be. Mindketto˝ az o¨kolo´giai la´bnyom sza´mı´ta´sa´t szemle´lteti input-output
modellel. Bicknell et al. vizsga´lta´k elo˝szo¨r az o¨kolo´giai la´bnyomot input-output
modellel. A modell alkalmaza´sa´hoz a fo¨ldteru¨leteket fel kell bontani arra, hogy az
ku¨lfo¨ldro˝l sza´rmazik-e az importon keresztu¨l, vagy a belso˝ termele´shez szu¨kse´ges-e.
Ez az oldal tekintheto˝ a
”
k´ına´lati” oldalnak. A ma´sik oldal, nevezhetju¨k
”
keresle-
ti” oldalnak, a fo¨ldteru¨letek fogyaszta´shoz rendelheto˝ re´sze´t reprezenta´lja. Mivel a
1A szerzo˝ ko¨szo¨ni az OTKA K 116472 ta´mogata´sa´t.
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vila´g nemzetgazdasa´gainak to¨bbse´ge nyitott gazdasa´g, eze´rt ezen o¨sszefu¨gge´seket
a´rnyalja az, hogy mindez exportra keru¨l-e, vagy importbo´l sza´rmazik. Bicknell et
al. [1] dolgozatukban egy za´rt gazdasa´g keretei ko¨zo¨tt kezdik az elemze´su¨ket, e´s
a ve´gso˝ fogyaszta´s fo¨ldteru¨let ige´nye´t hata´rozza´k meg elo˝szo¨r. Ezt ko¨veto˝en te-
szik ny´ıltta´ az input-output modellju¨ket az export e´s import sza´mbave´tele´vel. Az
import sza´mbave´tele´ne´l ha´rom teru¨lett´ıpust ku¨lo¨n´ıtenek el: (1) az a fo¨ldteru¨let,
amely az importon keresztu¨l ko¨zvetlenu¨l a ve´gso˝ fogyaszta´sba keru¨l, (2) az a fo¨ld-
teru¨let, amely a termele´sbe keru¨l, e´s csak ko¨zvetetten keru¨l a fogyaszto´hoz, e´s (3)
az importbo´l ko¨zvetetten az exportba keru¨lo˝ fo¨ldteru¨let. Sza´mı´ta´si mo´dszeru¨ket
egy 3× 3-as gazdasa´g mintasza´main demonstra´lja´k, amit mi is haszna´lni fogunk.
A konkre´t sza´mı´ta´sokat ma´trixforma´ban a ko¨vetkezo˝ re´szekben mutatjuk be.
Ferng [2] dolgozata´ban nagyban e´p´ıtkezik Bicknell et al. [1] munka´ja´ra, de
a sza´mı´ta´sok elve´gze´se´hez
”
fo¨ldszorzo´” (land multiplier) bevezete´se´t javasolja. A
sza´mı´ta´sai eredme´nye le´nyege´ben megegyezik az elo˝bb ide´zett munka´val. Ami
sokkal le´nyegesebb ku¨lo¨nbse´g, az a fo¨ldteru¨let importban megtestesu¨lo˝ re´sze. Ezen
a ponton Ferng [2] dolgozata le´nyegesebb elte´re´st mutat.
Dolgozatunkban ismertetju¨k az elo˝bbi ke´t hozza´ja´rula´st matematikai szem-
pontbo´l, e´s ne´ha´ny ponton korriga´ljuk a dolgozatokban megle´vo˝ hiba´kat. A cikk
tova´bbi re´sze a ko¨vetkezo˝ke´ppen alakul. A ma´sodik fejezetben ismertetju¨k Bicknell
et al. sza´mpe´lda´ja´t, amin Ferng is bemutatta kutata´sai eredme´nyeit. A harma-
dik re´szben ra´mutatunk a kora´bbi elemze´sek hia´nyossa´gaira e´s egy u´j sza´mı´ta´si
mo´dszert javaslunk. Ve´gu¨l o¨sszegezzu¨k vizsga´lataink eredme´nyeit.
2. Bicknell et al. sza´mpe´lda´ja: elso˝dleges ero˝forra´s szemle´let
Az alapadatokat, amelyekbo˝l az ismertetett dolgozatok kiindultak, az 1. ta´bla´-
zat mutatja. A ta´bla´zat elemei pe´nzegyse´gben e´rtendo˝ek.
Az input-output modell a ko¨vetkezo˝ a´bra´n szereplo˝ mo´don e´rtelmezheto˝:
1. a´bra. Az input-output modell anyaga´ramla´si a´bra´ja
Az 1. a´bra´n la´thato´, hogy az import terme´keket ko¨zvetlenu¨l fel lehet haszna´lni
a termele´sben e´s a fogyaszta´sban is. A bemutatando´ ke´t dolgozat is ezeket az
anyaga´ramla´si folyamatokat a´ll´ıtja a vizsga´latai ko¨ze´ppontja´ba.
Tekintsu¨k elo˝szo¨r Bicknell et al. [1] munka´ja´t. Elemze´su¨ket azzal kezdik, hogy
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Mezo˝gazdasa´g 45 15 8 55 25 148
Ipar 23 30 42 25 20 140
Kereskedelem 15 25 10 40 5 95
Hozza´adott
e´rte´k
45 55 30 20
Mezo˝gazdasa´gi
import
5 5 0 7
Ipari import 15 8 5 3
Kereskedelmi
import




Fo¨ldteru¨let 14 000 2000 100
(ha)
1. ta´bla´zat. A 3× 3-as mintagazdasa´g input-output ta´bla´ja.
meghata´rozza´k az input-output modell technolo´giai egyu¨tthato´it. Az egyu¨tthato´-
kat a ko¨vetkezo˝ke´ppen sza´molhatjuk ki:
A =
 45 15 823 30 42
15 25 10






 0, 304 0, 107 0, 0840, 155 0, 214 0, 422
0, 101 0, 179 0, 105
 ,
vagyis a brutto´ kibocsa´ta´s vektora´val elosztjuk a ko¨zvetlen felhaszna´la´s ma´trixa´nak
oszlopait. Az A ma´trix Leontief-inverze´t ko¨nnyen kisza´mı´thatjuk:
(I −A)−1 ≈
 1, 539 0, 273 0, 2800, 453 1, 514 0, 791
0, 264 0, 333 1, 307
 .
Hata´rozzuk most meg a modell import technolo´giai egyu¨tthato´it:
Aimp = Ximp〈x〉−1 =
 5 5 015 8 5
0 2 0






 0, 034 0, 036 00, 101 0, 057 0, 053
0 0, 014 0
 .
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Ugyanezzel a mo´dszerrel kisza´mı´thato´ a fo¨ldegyu¨tthato´ is:
l = L〈x〉−1
[
14 000 2000 100






94, 59 14, 29 1, 05
]
ami azt mutatja, hogy egyse´gnyi kibocsa´ta´snak mekkora a fo¨ldteru¨let ige´nye az
adott nemzetgazdasa´gban. Ennek figyelembeve´tele´vel a ve´gso˝ fogyaszta´s teru¨let-
ige´nye nem ma´s, mint
l (l −A)−1 〈c〉 ≈
[
94, 59 14, 29 1, 05
]1, 539 0, 273 0, 2800, 453 1, 514 0, 791
0, 264 0, 333 1, 307





8377, 02 1196, 25 1566, 2
]
,
ahol a c vektor a ve´gso˝ fogyaszta´st tartalmazza. Teha´t ez az a fo¨ldteru¨letnagysa´g,
ami a ko¨zvetlen fogyaszta´shoz szu¨kse´ges a gazdasa´gban. Ezt interpreta´lhatjuk u´gy
is, mint a za´rt gazdasa´g fo¨ldteru¨let ige´nye´t, amint azt Bicknell et al. [1] is e´rtel-
mezte. Ha az 1. a´bra´t tekintju¨k, akkor ez mutatja a termele´sbo˝l a fogyaszta´s fele´
mutato´ nyilat.
Vizsga´ljuk most az importtartalmakat a ny´ılt gazdasa´gban. Ezt a szerzo˝k
ha´rom le´pe´sben teszik meg. Elo˝szo¨r a ve´gso˝ fogyaszta´shoz ko¨zvetlenu¨l felhaszna´lt
importot sza´mı´totta´k ki:
l (l −A)−1 〈cimp〉 ≈
[
94, 59 14, 29 1, 05
]1, 539 0, 273 0, 2800, 453 1, 514 0, 791
0, 264 0, 333 1, 307





1066, 27 143, 55 0
]
,
ahol a cimp vektor a ve´gso˝ fogyaszta´shoz ko¨zvetlenu¨l beszerzett importot tartal-
mazza. Az 1. a´bra´ban ezt az importbo´l ko¨zvetlenu¨l a fogyaszta´shoz mutato´ ny´ıllal
demonstra´lhatjuk.
A ko¨vetkezo˝ katego´ria azon fo¨ldteru¨letet mutatja, amely az importbo´l ko¨zvet-
lenu¨l a termele´sbe ira´nyul, vagyis az 1. a´bra nyilai ko¨zu¨l az importbo´l a termele´sbe
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mutato´t k´ıva´njuk kisza´mı´tani:
l (l −A)−1Aimp 〈x〉 ≈
[
94, 59 14, 29 1, 05
]1, 539 0, 273 0, 2800, 453 1, 514 0, 791
0, 264 0, 333 1, 307





1479, 3 1222, 66 239, 25
]
,
ahol a szektorok importtartalma az 1. ta´bla´zatbo´l is leolvashato´. Ve´gu¨l az export
fo¨ldtartalma´t kell kisza´mı´tani, mivel az exportot nem az adott nemzetgazdasa´gban
haszna´lja´k fel. Ezt a szerzo˝k egy szorzo´val oldotta´k meg. Ez a szorzo´ azt mutatja
az e´rtelmeze´su¨kben, hogy a ve´gso˝ felhaszna´la´sbo´l egy adott szektorban mennyi
keru¨l a ve´gso˝ fogyaszta´sra, kisebb´ıtve azt az exporttal. Formaliza´ltan:




















1017, 02 679, 26 212, 67
]
,
ahol exp vektorral jelo¨lju¨k a ve´gso˝ felhaszna´la´sban szereplo˝ exportot a´gazatonke´nt.
A ha´rom te´nyezo˝bo˝l (a ve´gso˝ fogyaszta´s, a fogyaszta´shoz ko¨zvetlenu¨l importa´lt
terme´kek e´s az a´gazatok termele´se´hez felhaszna´lt import fo¨ldige´nye) mega´llap´ıt-
hato´ a gazdasa´g o¨kolo´giai la´bnyoma, amit a ko¨vetkezo˝ ta´bla´zatban mutathatunk
be:
Hazai fo¨ld Importa´lt fo¨ld O¨kolo´giai la´bnyom
Mezo˝gazdasa´g 8377,02 2083,19 10 460,21
Ipar 1196,25 822,81 2019,06
Kereskedelem 1566,2 212,67 1778,87
O¨sszesen: 11 139,47 3118,67 14 258,14
(78,13%) (21,87%)
2. ta´bla´zat. Bicknell et al. sza´mı´ta´sainak o¨sszefoglalo´ ta´bla´zata.
A ta´bla´zatban az importa´lt fo¨ldet a ko¨zvetlenu¨l a ve´gso˝ fogyaszta´ske´nt im-
porta´lt a´ruk e´s a termele´sbo˝l a ve´gso˝ fogyaszta´shoz keru¨lt a´ruk felhaszna´la´sake´nt
definia´lta´k a szerzo˝k.
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A dolgozattal kapcsolatban ha´rom fontos ponton lehet kritika´val e´lni. Az el-
so˝ kritikai pontot ma´r a szerzo˝k is jelezte´k a dolgozatukban. Az import fo¨ld
mega´llap´ıta´sa´na´l a szerzo˝k nem vette´k figyelembe, hogy az importa´lt a´ruk e´s szol-
ga´ltata´sok ku¨lo¨nbo¨zo˝ orsza´gokbo´l sza´rmazhatnak, ahol a technolo´giai egyu¨tthato´k
ma´sok e´s ma´sok. Ezen megku¨lo¨nbo¨ztete´s helyett az adott gazdasa´g egyu¨tthato´ival
sza´molnak a szerzo˝k, elismerve azt, hogy ez csak egy ko¨zel´ıte´s.
A ma´sik kritikai pontot Ferng fogalmazta meg azzal, hogy a fo¨ldszorzo´kat ma´s-
hogyan kellene sza´molni, a fo¨ldteru¨let haszna´lata´t ma´r a Leontief-inverzbe be kelle-
ne e´p´ıteni, hogy azzal az aggrega´la´si proble´ma´t kiku¨szo¨bo¨lju¨k, amint arra a szerzo˝
ra´mutat. Dolgozata´ban u´j megragada´si mo´dszert javasolt, amit a ko¨vetkezo˝ feje-
zetben mutatunk be.
A harmadik kritikai pont az export kiku¨szo¨bo¨le´se´t illeti. Ilyen mo´dszerrel az ex-
port importanyag tartalma nem mutathato´ ki, amire megolda´st ke´so˝bb mutatunk
be a modell a´ltala´nos´ıta´sa´val.
3. Ferng mo´dszere az o¨kolo´giai la´bnyom kisza´mı´ta´sa´ra:
felhaszna´la´si szemle´let
A Ferng a´ltal javasolt mo´dszer bemutata´sa´na´l ta´maszkodunk az 1. ta´bla´zat
adataira, azonban szerepeltessu¨k a fo¨ldteru¨let ige´nyt a felso˝ sza´rnyon, e´s nem az
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3. ta´bla´zat. A 3× 3-as gazdasa´g input-output ta´bla´ja.
Az ilyen felfoga´sban a fo¨ldteru¨letet nem elso˝dleges ero˝forra´snak tekintju¨k mo-
delleze´si szempontbo´l, hanem felhaszna´la´snak, amit natura´lia´ban, esetu¨nkben hek-
ta´rban me´ru¨nk. Ezzel a szemle´lettel minden adott szektor kibocsa´ta´si e´s felhaszna´-
la´si e´rte´ke´t mega´llap´ıthatjuk a fo¨ldteru¨let nagysa´ga´val is. Ez az az o¨tlet, amellyel
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Ferng megalkotta az ismertete´sre keru¨lo˝ fo¨ldszorzo´ja´t.
A fo¨ldszorzo´ ma´trix itt azt mutatja, hogy egyse´gnyi kibocsa´ta´shoz mekkora
ko¨zvetlen e´s ko¨zvetett fo¨ldteru¨let szu¨kse´ges. A ma´trixot az elo˝bbi adatokra ala-
pozva:
〈l〉 (I −A)−1 ≈
 145, 55 25, 87 26, 486, 48 21, 63 11, 30
0, 28 0, 35 1, 38
 .
A ko¨vetkezo˝kben nagyja´bo´l hasonlo´an veszi ve´gig a szerzo˝ a fo¨ldteru¨let ige´nye-
ket, azonban ma´s e´rte´kekre.
Az elso˝, e´s tala´n legfontosabb fo¨ldige´nye a ve´gso˝ fogyaszta´snak van. Ezt ebben
a szemle´letben az ala´bbi mo´don sza´molhatjuk:
〈l〉 (I −A)−1 c ≈
145, 55 25, 87 26, 486, 48 21, 63 11, 30








Amint la´tjuk, ez csak abban te´r el a Bicknell et al. [1] dolgozata´ban adottakto´l,
hogy a fo¨ldteru¨let ige´ny e´s ve´gso˝ fogyaszta´s vektorait szerepu¨kben felcsere´ltu¨k
ma´trixaritmetikai szempontbo´l: itt a fo¨ldige´ny vektor veszi a´t a fogyaszta´sto´l a
diagona´lis ma´trix szerepe´t, e´s ford´ıtva.
A ma´sodik elem a hazai termele´sen belu¨l az exportra elo˝a´ll´ıtott terme´kek e´s
szolga´ltata´sok fo¨ldige´nye. Ezt az elo˝bbiekhez hasonlo´an hata´rozhatjuk meg:
〈l〉 (I −A)−1 exp ≈
145, 55 25, 87 26, 486, 48 21, 63 11, 30








Ezzel a ke´t elemmel a haza termelo˝ szektor kibocsa´ta´sa ve´gso˝ felhaszna´la´sa´nak
teru¨letige´nye´t kisza´mı´tottuk. Te´rju¨nk most ra´ az importa´lt terme´kek fo¨ldige´nye´-
nek megragada´sa´hoz. Amint a ma´sik mo´dszert, u´gy ezt is kritiza´lhatjuk azzal,
hogy az adott nemzetgazdasa´g fo¨ldszorzo´ja´t haszna´ljuk az importra is. Ke´so˝bb
megmutatjuk, hogy ma´trixaritmetikai szempontbo´l a proble´ma kezelheto˝ lehet, de
az annyi informa´cio´ ta´rola´sa´t e´s feldolgoza´sa´t jelentene´, amivel a nyert tuda´sto¨bb-
let nem tart le´pe´st.
Az importot Ferng ke´t elembo˝l vezeti le: egyre´szt fogyaszta´shoz ko¨zvetlenu¨l
felhaszna´lt importbo´l, valamint a termele´shez szu¨kse´ges importbo´l. A ve´gso˝ fo-
gyaszta´shoz felhaszna´lt ko¨zvetlen import kisza´mı´ta´sa a ko¨vetkezo˝ mo´don a´ll elo˝:
〈l〉 (I −A)−1 cimp ≈
145, 55 25, 87 26, 486, 48 21, 63 11, 30
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A termele´s importige´nye´nek, e´s ezen keresztu¨l a fo¨ldige´ny mega´llap´ıta´sa´hoz a szer-
zo˝ hasonlo´ utat va´lasztott, mint Bicknell et al. [1] dolgozatukban, vagyis egy
szorzo´t vezet be. Ezzel a mo´dszerrel a ko¨vetkezo˝ eredme´nyre jutunk:
〈l〉 (I −A)−1Aimp (x− exp) ≈
 145, 55 25, 87 26, 486, 48 21, 63 11, 30
0, 28 0, 35 1, 38

 0, 034 0, 036 00, 101 0, 057 0, 053





 1896, 4594, 52
13, 15
 .
Ezzel a fo¨ldige´nyeket kisza´mı´tottuk.
Amint a 2. ta´bla´zatban, most is o¨sszefoglaljuk a sza´mı´ta´sok eredme´nyeit a
4. ta´bla´zatban.
Hazai fo¨ld Importa´lt fo¨ld O¨kolo´giai la´bnyom
Mezo˝gazdasa´g 9711,4 2992,88 12 704,28
Ipar 1348,95 704,75 2053,7
Kereskedelem 79,14 16,15 95,29
O¨sszesen: 11 139,50 3713,79 14 853,27
(75,00%) (25,00%)
4. ta´bla´zat. Ferng [2] sza´mı´ta´sainak o¨sszefoglalo´ ta´bla´zata.
Mielo˝tt a ke´t la´bnyom sza´mı´ta´si mo´dszert o¨sszevetne´nk, fogalmazzunk meg
kritika´t Ferng mo´dszere´vel szemben is. Itt is elmondhato´, hogy az importa´lt ter-
me´kek e´s szolga´ltata´sok fo¨ldige´nye´nek meghata´roza´sa´na´l nem az importa´lo´ orsza´g
fo¨ldige´nye´t veszi a meto´dus figyelembe. A ma´sik, de su´lyosabb kritikai pont az
lehet, hogy ezzel a mo´dszerrel sem lehet sze´tva´lasztani egye´rtelmu˝en, hogy a ter-
mele´s ko¨zvetett importige´nye´bo˝l, e´s ezen keresztu¨l a fo¨ldige´nye´bo˝l mennyi tudhato´
be a ve´gso˝ fogyaszta´snak e´s az exportnak. Ezt a hia´nyossa´got orvosoljuk majd a
ko¨vetkezo˝ fejezetekben.
4. Bicknell et al. [1] e´s Ferng [2] mo´dszere´nek o¨sszehasonl´ıta´sa
Mindke´t o¨kolo´giai la´bnyom sza´mı´ta´si mo´dszer az input-output modellel jo´l
megragadhato´ jelense´gcsoportokat k´ıva´n bemutatni, azonban ma´s-ma´s ira´nybo´l,
amire a kora´bbiakban utaltunk.
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A mo´dszerek a ko¨vetkezo˝ o¨kolo´giai la´bnyom te´nyezo˝ket ragadja´k meg:
- a ve´gso˝ fogyaszta´s hazai fo¨ldige´nye,
- az export hazai fo¨ldige´nye,
- a ve´gso˝ fogyaszta´shoz ko¨zvetlenu¨l felhaszna´lt import ku¨lfo¨ldi fo¨ldige´nye,
- a termele´shez felhaszna´lt import ku¨lfo¨ldi fo¨ldige´nye export ne´lku¨l.
Ebben a felsorola´sban mindazon te´nyezo˝ket felsoroltuk, amelyeket a ke´t vizsga´lt
dolgozat tartalmaz, de van olyan te´nyezo˝, amely nem szerepel mindke´t munka´ban.
Az ala´bbi ta´bla´zatban szerepeltetju¨k a ke´t dolgozatban megragadott la´bnyom ka-
tego´ria´kat, e´s azok kisza´mı´ta´si mo´dja´t ma´trixaritmetikai jelo¨le´ssel.
Bicknell et al. [1] Ferng [2]
A ve´gso˝ fogyaszta´s
hazai fo¨ldige´nye
l(I − A)−1 〈c〉 〈l〉 (I − A)−1c
A ve´gso˝ fogyaszta´s
ku¨lfo¨ldi fo¨ldige´nye
l(I − A)−1 〈cimp〉 〈l〉 (I − A)−1cimp
A termele´s ku¨lfo¨ldi
fo¨ldige´nye
l(I − A)−1Aimp 〈x〉 -
A ve´gso˝ fogyaszta´s
ku¨lfo¨ldi fo¨ldige´nye
l(I − A)−1Aimp 〈x〉 〈c〉 〈c+ exp〉−1 〈l〉 (I − A)−1Aimp (x− exp)
Az export hazai
fo¨ldige´nye
- 〈l〉 (I − A)−1exp
5. ta´bla´zat. A ke´t dolgozat a´ltal megragadni k´ıva´nt katego´ria´k.
A ke´t mo´dszer teha´t a fogyaszta´shoz e´s az exporthoz a termele´sen keresztu¨l
ko¨zvetetten felhaszna´lt import fo¨ldige´nye´ben ku¨lo¨nbo¨zik e´lesen. Amı´g Bicknell et
al. [1] dolgozatukban a termele´shez felhaszna´lt importot a´gazatonke´nt a ve´gso˝
felhaszna´la´sban szereplo˝ ve´gso˝ fogyaszta´s e´s export ara´nya´ban osztja´k fel, addig
Ferng [2] dolgozata´ban a teljes kibocsa´ta´st cso¨kkenti az exporttal, e´s nem ku¨lo¨n-
bo¨zteti meg, hogy a termele´shez felhaszna´lt import a gazdasa´gban marad-e, vagy
ko¨zvetetten fogyaszta´sra keru¨l.
Dolgozatunk elso˝dleges ce´lja, hogy ez uto´bbi ko¨vetkezetlense´get vizsga´lja, e´s
arra megnyugtato´ megolda´st nyu´jtson. Ehhez u´jra csak a linea´ris algebra e´s a
ma´trixaritmetika eredme´nyeit fogjuk felhaszna´lni.
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5. Egy u´j mo´dszer az o¨kolo´giai la´bnyom sza´mı´ta´sa´hoz input-output
modellel
A la´bnyomsza´mı´ta´shoz a ko¨vetkezo˝, 6. ta´bla´zatbo´l indulunk ki. A ta´bla´zat
annyiban ku¨lo¨nbo¨zik az 3. ta´bla´zatto´l, hogy az importot megosztottuk azon gaz-
dasa´gok (orsza´gok) ko¨zo¨tt, akikkel a vizsga´lt nemzetgazdasa´g kereskedelmi kap-
csolatban van. Ilyen t´ıpusu´ modelleze´seket a regiona´lis ko¨zgazdasa´gtanban lehet
tala´lni. Te´telezzu¨k fel, hogy az ı´gy modellezett nemzetgazdasa´gban n darab a´ga-
zat, szektor van, valamint m ma´sik nemzetgazdasa´ggal van a vizsga´lt gazdasa´g
kapcsolatban. Amint kora´bban is, x-szel jelo¨lju¨k a gazdasa´g brutto´ kibocsa´ta´sa´t,
c vektor a ve´gso˝ fogyaszta´s, exp vektor az exportot jelo¨li, mı´g X az a´gazatko¨zi fel-
haszna´la´s. Az l vektor a gazdasa´g fo¨ldteru¨leti ige´nye´t mutatja. Az Ximpi ma´trix
az i-ik gazdasa´gbo´l importa´lt, e´s az a´gazatokban felhaszna´lt terme´keket mutatja,
mı´g a cimpi vektor az i-ik gazdasa´gbo´l a nemzetgazdasa´gunk ve´gso˝ fogyaszta´sa´hoz
importa´lt terme´keket jelo¨li. A v e´s vc vektorok a hozza´adott e´rte´keket mutatja´k.
Az impi vektorok a vizsga´lt nemzetgazdasa´gbo´l o¨sszesen importa´lt terme´keket je-
lo¨lik, azaz impi = Ximpi1 + cimpi , ahol az 1 vektor az o¨sszegzo˝ vektort jelo¨li,








A´gazatok X c exp x L
1. orsza´g Ximp1 cimp1 imp1
2. orsza´g Ximp2 cimp2 imp2
. . . . . . . . . . . .







6. ta´bla´zat. Egy nemzetgazdasa´g input-output ta´bla´ja ku¨lkereskedelemmel
Ezek uta´n konstrua´ljuk meg a modell input egyu¨tthato´it a gazdasa´gba e´s az im-
portokra is:
A = X〈x〉−1, Aimpi = Ximpi〈x〉−1, i = 1, 2, . . . ,m).
Ezekkel az egyu¨tthato´ma´trixokkal a ko¨vetkezo˝ egyenleteket nyerhetju¨k, amelyek
le´ırja´k a gazdasa´got:
x = Ax+ c+ exp,
impi = Aimpix+ cimpi , (i = 1, 2, . . . ,m).
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vagyis nem csina´ltunk ma´st, mint az importot forra´suk szerint va´logattuk sze´t.
Te´rju¨nk most ra´ az o¨kolo´giai la´bnyom megragada´sa´hoz. Mint la´thato´, a ferngi
e´rtelemben vett fo¨ldszorzo´t csak a vizsga´lt nemzetgazdasa´gra ismerju¨k a to¨bbi
gazdasa´gra nem, mert akkor minden nemzetgazdasa´g input-output modellje´vel
tiszta´ban kellene lennu¨nk. Ha me´gis ismerne´nk az ottani fo¨ldszorzo´kat, akkor
azok a ko¨vetkezo˝ forma´t venne´k fel:
〈li〉 (I −Ai)−1 ,
ahol az Ai ma´trix az i-ik nemzetgazdasa´g a´gazati kapcsolati me´rlege, e´s az li vektor
a gazdasa´g fo¨ldige´nye. Ennek ismerete´ben az importokat, amit az a´ltalunk vizsga´lt










〈li〉 (I −Ai)−1cimpi .
Ez a kifejeze´s akkor egyezik meg a kora´bbi modellekkel, ha A = Ai, valamint
l = li , vagyis minden gazdasa´g homoge´n abban az e´rtelemben, hogy azonos a








ami azt jelenti, hogy o¨sszegezzu¨k az importokat, annak sza´rmaza´si helye´to˝l fu¨g-









A vizsga´lt modell teha´t most a ko¨vetkezo˝ lesz:
x = Ax+ c+ exp,
imp = Aimpx+ cimp.
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Oldjuk meg ezt a modellt a teljes kibocsa´ta´sra:
x = (I −A)−1c+ (I −A)−1exp,
imp = Aimp(I −A)−1c+Aimp(I −A)−1exp+ cimp.
Itt az elso˝ egyenletrendszer a hazai termele´st ı´rja le, mı´g a ma´sodik rendszer az
importot mutatja a ve´gso˝ hazai felhaszna´la´s, az export e´s a ve´gso˝ felhaszna´la´s-
hoz ko¨zvetlenu¨l importa´lt terme´kek fu¨ggve´nye´ben. A fo¨ldige´nyeket u´gy tudjuk
meghata´rozni, hogy a hazai egyenleteket a hazai teru¨let diagonaliza´lt ma´trixa´val
szorozzuk, mı´g az importa´lt terme´kekre a fo¨ldszorzo´t alkalmazzuk. Ezzel a
〈l〉x = 〈l〉 (I −A)−1c+ 〈l〉 (I −A)−1exp,
〈l〉 (I −A)−1imp = 〈l〉 (I −A)−1Aimp(I −A)−1c+
〈l〉 (I −A)−1Aimp(I −A)−1exp+ 〈l〉 (I −A)−1cimp
kifejeze´st kapjuk. I´gy a fo¨ldige´nyekre o¨t o¨sszefu¨gge´su¨nk van, amelyek
- 〈l〉 (I −A)−1c : a ve´gso˝ fogyaszta´s hazai fo¨ldige´nye,
- 〈l〉 (I −A)−1exp: az export hazai fo¨ldige´nye,
- 〈l〉 (I −A)−1cimp: a ve´gso˝ fogyaszta´shoz importa´lt terme´kek fo¨ldige´nye,
- 〈l〉 (I −A)−1Aimp(I −A)−1c: a ve´gso˝ fogyaszta´s elo˝a´ll´ıta´sa´hoz importa´lt
terme´kek fo¨ldige´nye,
- 〈l〉 (I −A)−1Aimp(I −A)−1exp: az exporta´lt terme´kek elo˝a´ll´ıta´sa´hoz impor-
ta´lt terme´kek fo¨ldige´nye.
Ezeknek a katego´ria´knak az ismerete´ben ke´t csoportba sorolhatjuk a fo¨ldige´-
nyeket: (1) hazai felhaszna´la´su´ fo¨ldige´nyek, amelyek a ve´gso˝ fogyaszta´shoz kapcso-
lo´dnak, e´s (2) a ku¨lfo¨ldi felhaszna´la´su´ fo¨ldige´nyek, amelyek az exporthoz tapadnak,
e´s ı´gy nem jelennek meg a hazai felhaszna´la´sban. Ez uto´bbi fo¨ldige´nyt mint a´tme-
no˝ te´telt sza´mı´thatjuk, ugyanis importa´la´s uta´n exportban el is hagyja az adott
orsza´got, e´s annak gazdasa´ga´t, ı´gy az orsza´g fo¨ldige´nye´be nem keru¨l be.
Vessu¨k most o¨ssze Bicknell et al. [1] e´s Ferng [2] eredme´nyeit a most ismerte-
tettel, amit a 7. ta´bla´zatban szemle´ltetu¨nk:
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Bicknell et al. [1] Ferng [2] Saja´t modell
A ve´gso˝ fogyaszta´s
hazai fo¨ldige´nye




l (l− A)−1 〈cimp〉 〈l〉 (I − A)−1cimp 〈l〉 (I − A)−1cimp
A termele´s ku¨lfo¨ldi
fo¨ldige´nye
l (l− A)−1 Aimp 〈x〉 - -
A ve´gso˝ fogyaszta´s
ku¨lfo¨ldi fo¨ldige´nye
l(I − A)−1Aimp 〈x〉
〈c〉 〈c+ exp〉−1
〈l〉 (I − A)−1Aimp
(x− exp)









〈l〉 (I − A)−1Aimp
(I − A)−1exp
7. ta´bla´zat. A ke´t dolgozat a´ltal megragadni k´ıva´nt katego´ria´k.
Azonnal la´thato´, hogy Ferng [2] dolgozata´ban nem hata´rozta meg az export
importige´nye´hez tapado´ fo¨ldszu¨kse´gletet, fo¨ldige´nyt, ami nagyban megnehez´ıtette
a termele´shez felhaszna´lt importterme´kek fo¨ldige´nye´nek meghata´roza´sa´t. Mivel
x− exp− c = Ax ≥ 0,
eze´rt az a´ltalunk adott fo¨ldige´ny alacsonyabb lesz, mint a Ferng a´ltal adott. Ezzel
elemze´su¨nket befejeztu¨k, a ko¨vetkezo˝ fejezetben a sza´mpe´lda´t ko¨vetve hasonl´ıtjuk
o¨ssze az eredme´nyeket.
6. A kora´bbi e´s a saja´t eredme´nyek o¨sszevete´se a sza´mpe´lda´n keresztu¨l
Az o¨sszehasonl´ıta´sban csak a la´bnyomot e´rinto˝ katego´ria´kat vonjuk be. Elte-












Bicknell et al. [1] 8777,02 1066,17 1479,3
119,63 143,55 1222,66
156,62 0 239,25
Ferng [2] 9711,4 1096,48 1896,4
1348,95 110,23 594,52
79,14 3 13,15
Javasolt modell 9711,4 1096,48 1542,49
1348,95 110,23 486,96
79,14 3 10,69
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Az o¨sszes fo¨ldige´ny a Bicknell et al. modellje´ben 15 290,4, Ferngne´l 14 853,3 ha,
mı´g a mi modellu¨nkben 14 389,3 ha, ami azt jelenti, hogy me´g Ferng modellje´hez
ke´pest is a ku¨lo¨nbse´g 463,9 ha, ami 3,1 sza´zale´kkal alacsonyabb a Ferng a´ltal
adottna´l. Ez a ku¨lo¨nbse´g most nem tu˝nik soknak, de ma´s adathalmazhoz sokkal
nagyobb ku¨lo¨nbse´g is tartozhat.
7. O¨sszefoglala´s
A dolgozatban az o¨kolo´giai la´bnyom meghata´roza´sa´t vizsga´ltuk a Leontief-fe´le
input-output modellel. Megmutattuk, hogy az a´ltalunk javasolt mo´dszerrel jo´l
le´ırhato´ak a ve´gso˝ fogyaszta´s e´s az export o¨kolo´giai la´bnyomra gyakorolt hata´sai.
Eredme´nyu¨nk az, hogy sikeru¨lt korriga´lnunk a kora´bbi modelleze´sben elko¨ve-
tett apro´bb pontatlansa´got. Az a´ltalunk javasolt mo´dszerrel alacsonyabb la´bnyo-
mot sza´moltunk, ami az eddigi felu¨lbecsle´st ele´g jelento˝sen mo´dos´ıtja.
Megmutattuk azt is, hogy a´ltala´nosan is lehetne kezelni az importot a la´bnyom
sza´mı´ta´sa´hoz, azonban ez o´ria´si sza´mı´ta´si ige´nnyel ja´rna, mert minden e´rintett
nemzetgazdasa´g technikai egyu¨tthato´it ismerni kellene. A ma´s szerzo˝k a´ltal is tett
felte´teleze´s azon alapszik, hogy minden gazdasa´g teru¨lete azonos, e´s a technolo´giai
felte´telei is megegyeznek.
Egy ko¨vetkezo˝ elemze´sben a bemutatott modellt pl. a magyar gazdasa´g ada-
taival szembes´ıthetne´nk. Ebben az esetben nem kell felte´tlenu¨l az o¨kolo´giai la´b-
nyommal sza´molnunk, hanem az lehet karbonla´bnyom is. A modell ma´sik ira´nyu´
kiterjeszte´se a la´bnyomok dinamiza´la´sa, vagyis a felhalmoza´si-beruha´za´si folyama-
tok la´bnyomra gyakorolt hata´sa´nak vizsga´lata. Ehhez a Leontief-modell dinamikus
va´ltozata szolga´lhat megfelelo˝ mo´dszernek.
Hivatkoza´sok
[1] Bicknell, K. B., Ball, R. J., Cullen, R., Bigsby, H. R.: New methodology for the
ecological footprint with an application to the New Zealand economy, Ecological Economics
Vol. 27, pp. 149-160 (1998).
[2] Ferng, J.-J.: Using composition of land multiplier to estimate ecological footprints asso-
ciated with production activity, Ecological Economics Vol. 37, pp. 159-172 (2001).
[3] Leontief, W.: Terv e´s gazdasa´g, (Ford´ıtotta: Bro´dy Andra´s), Budapest, Ko¨zgazdasa´gi e´s
Jogi Ko¨nyvkiado´. (1977)
[4] Miller, R. E., Blair, P. D.: Input-output analysis: Foundations and extensions, 2nd ed.,
Cambridge et al., Cambridge University Press (2009).
[5] Rees, W. E.: Ecological footprints and appropriated carrying capacity: What urban eco-
nomics leave out, Environment and Urbanization, Vol. 4, pp. 120-130 (1992).
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
MEGJEGYZE´S AZ O¨KOLO´GIAI LA´BNYOM INPUT-OUTPUT MODELLEL... 159
[6] Wackernagel, M., Rees, W. E.: Our ecological footprint: Reducing human impact on
the Earth, Gabriola Island, BC, New Society Publishers (1996).
[7] Zalai Erno˝: Bevezete´s a matematikai ko¨zgazdasa´gtanba, Budapest, Ko¨zgazdasa´gi e´s Jogi
Ko¨nyvkiado´ (1989).
Dobos Imre 1986-ban Budapesten a Vı´zgaz-
da´lkoda´si Inte´zetben kezdte pa´lyafuta´sa´t. Itt
kezdett el ko¨rnyezeti proble´ma´kkal foglalkoz-
ni. 1987-to˝l a Budapesti Ko¨zgazdasa´gtudoma´-
nyi Egyetem munkata´rsa lett. A kutata´si e´s
oktata´si teru¨lete a menedzsment e´s ke´szleteze´si
proble´ma´k kvantitat´ıv modelleze´se lett. 1991-
ben publika´lta elso˝ impaktfaktoros dolgozata´t
ezen a teru¨leten. 1993-to´l a Magyar Ta´vko¨zle´-
si Va´llalatna´l projektmenedzser volt. 1994 e´s
2000 ko¨zo¨tt ne´met egyetemeken oktatott e´s ku-
tatott. Frankfurt (Oder) e´s Bielefeld va´rosok
egyetemein folytatta termele´si rendszerek ko¨rnyezeti hata´sainak vizsga´lata´t. Ne´met
kolle´ga´ival egy sor dolgozatot publika´lt. 2001-ben hazate´rt Magyarorsza´gra, e´s a
Budapesti Corvinus Egyetemen folytatta pa´lyafuta´sa´t. Kutata´sainak su´lypontja
tova´bbra is az ella´ta´si la´ncok ko¨rnyezeti hata´sainak vizsga´lata maradt. 2018-ban
va´ltott a Budapesti Mu˝szaki e´s Gazdasa´gtudoma´nyi Egyetemre. Dobos Imre mint
egyetemi tana´r 20-na´l to¨bb impaktfaktoros publika´cio´val rendelkezik, amelyekre
to¨bb, mint 430 hivatkoza´sa e´rkezett a Web of Science adatba´zisban.
DOBOS IMRE
Budapesti Mu˝szaki e´s Gazdasa´gtudoma´nyi Egyetem
Gazdasa´g- e´s Ta´rsadalomtudoma´nyi Kar, Ko¨zgazdasa´gtudoma´nyok Inte´zet
1111 Budapest, Magyar tudo´sok ko¨ru´tja 2., Q e´pu¨let
dobos@kgt.bme.hu
A NOTE ON THE CALCULATION OF ECOLOGICAL FOOTPRINT WITH
INPUT-OUTPUT MODEL
Imre Dobos
Calculation of ecological and other type of footprints is a very popular topic in ecological
economics. This paper investigates the mathematical background of footprint calculation on the
basis of the input-output model developed by Wassily W. Leontief. The goal of the paper is to
present former footprint calculations, and to improve these methodologies.
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VA´LASZTO´KERU¨LETEK ALAKJA´NAK VIZSGA´LATA HU-FE´LE
INVARIA´NS MOMENTUMOK ALKALMAZA´SA´VAL
NAGY BALA´ZS, SZAKA´L SZILVIA
A gerrymandering a va´laszto´keru¨letek politikai elfogultsa´g szerinti a´traj-
zola´sa. Sza´mos me´rte´k le´tezik s´ıkbeli alakzatok bizonyos tulajdonsa´gainak
le´ıra´sa´ra, ezzel szemben az idea´lis va´laszto´keru¨let forma´t nehe´z lenne meg-
hata´rozni. Kutata´sunkban a Hu-invaria´ns momentumok seg´ıtse´ge´vel egy u´j
ko¨rszeru˝se´gi mutato´t alkalmazunk ne´ha´ny amerikai va´laszto´keru¨let alakja´-
nak e´s a rendszeresen elo˝fordulo´ va´ltoztata´sok hata´sa´nak vizsga´lata´ra, emel-
lett ta´rgyaljuk az a´ltalunk haszna´lt alakmutato´kkal kapcsolatban felmeru¨lo˝
mo´dszertani ke´rde´seket is. Tova´bbi ce´lunk egy olyan elja´ra´s kidolgoza´sa,
amellyel a manipula´cio´ sza´nde´ka hate´konyan kiszu˝rheto˝ a va´laszto´keru¨letek
u´jrarajzola´sa´na´l.
1. Bevezete´s
Ennek a tanulma´nynak alapveto˝en ke´t ce´lja van. Az egyik, hogy o¨sszehasonl´ıtsa
ne´ha´ny amerikai a´llam va´laszto´keru¨leteinek alakja´t. A ma´sik, hogy bemutassa
az alkalmazott alakmutato´kat, e´s ta´rgyalja az ezekkel kapcsolatos mo´dszertani
ke´rde´sek egy re´sze´t.
A va´laszto´keru¨let kialak´ıta´sa sora´n elso˝ le´pe´ske´nt a ko¨rzetek me´rete´t, azaz a
ko¨rzetbe tartozo´ va´laszto´k sza´ma´t, majd hata´ra´t kell meghata´rozni. A ko¨rzetki-
oszta´si feladat e´s a ko¨rzethata´rok megrajzola´sa is alapveto˝ fontossa´gu´ az ara´nyos
ke´pviselet szempontja´bo´l. Nem csak a proble´ma, de az irodalom is ke´t re´szre ta-
gozo´dik, az elo˝bbiro˝l a´ttekinte´st ad [6], mı´g az uto´bbi te´ma´ro´l az ala´bbi cikkek
e´rtekeznek re´szletesen: [18], [14]. Vizsga´lataink ko¨ze´ppontja´ban a ko¨rzethata´rok
kialak´ıta´sa a´ll. A va´laszta´si ko¨rzetek le´trehozatalakor az alak o¨na´llo´ kutata´si te´-
ma, mivel az, hogy a ko¨rzetek hata´rait pontosan hol hu´zza´k meg, meghata´rozo´
lehet a pa´rtok va´laszta´si eredme´nyeit illeto˝en, ami ko¨zvetve jelento˝s gazdasa´gi ko¨-
vetkezme´nyekkel is ja´rhat. A politikai ha´tso´ sza´nde´kkal to¨rte´no˝ te´rke´prajzola´st,
a va´laszto´keru¨let-manipula´cio´t a nemzetko¨zi irodalomban gerrymanderingnek h´ıv-
ja´k.
A szakirodalomban sza´mos olyan mo´dszert ku¨lo¨nbo¨ztetnek meg, amellyel egy
re´gio´ alakja me´rheto˝ [21], [9]. Magyarorsza´gi megye´k vizsga´lata´t illeto˝en ld. [2].
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Mivel egy re´gio´ alakja´val kapcsolatban to¨bb, egyma´ssal is o¨sszefu¨ggo˝ tulajdonsa´got
lehet vizsga´lni, ı´gy annak egyetlen mutato´val valo´ pontos le´ıra´sa nem lehetse´ges.
Egy ke´tdimenzio´s teru¨letegyse´g forma´ja´t tekintve sza´mos ku¨lo¨nbo¨zo˝ szempontot
lehet vizsga´lni: fo¨ldrajzi kompaktsa´g (ko¨rszeru˝se´g), elnyu´ltsa´g, konvexita´s, lyukas-
sa´g, o¨sszefu¨ggo˝se´g, a hata´rvonal csipke´zettse´ge. Mivel a te´ma to¨bb tudoma´nyte-
ru¨letet is a´tfog, nincs egyse´ges nyelvezet az alak tulajdonsa´gait illeto˝en. Re´szben
ez az oka annak, hogy a szerzo˝k gyakran szinonimake´nt alkalmaznak olyan kife-
jeze´seket, mint pl. ko¨rszeru˝se´g, megnyu´la´s, konvexita´s stb. A kora´bban felsorolt
tulajdonsa´gok ko¨zu¨l gyakorlati fontossa´guk miatt a ko¨rszeru˝se´g mutato´i a legfon-
tosabbak e´s a leggyakrabban ta´rgyaltak, eze´rt ebben a tanulma´nyban csak eze-
ket haszna´ljuk. Egy
”
minden ige´nyt kiele´g´ıto˝” alakmutato´nak to¨bb krite´riumot is
teljes´ıtenie kellene, mint pe´lda´ul a me´ro˝sza´m mindenfe´le me´rtani alakzatra alkal-
mazhato´ legyen; minden alakzatot egyetlen sza´mmal jellemezzen; leheto˝leg a 0-to´l
1-ig terjedo˝ ska´la´n vegye fel az e´rte´keket; a me´ro˝sza´m nagysa´ga´t ne befolya´solja
az alakzat elforgata´sa, eltola´sa, nagy´ıta´sa stb.
A va´laszto´ko¨rzetek kialak´ıta´sa´na´l sza´mos alakmutato´t haszna´lnak a ko¨rzetek
fo¨ldrajzi
”
kompaktsa´ga´nak” (to¨mo¨rse´ge´nek) me´re´se´re. Ezen mutato´k a vizsga´lt
alakzatok keru¨lete, teru¨lete e´s ku¨lo¨nfe´le hosszme´rte´keinek o¨sszevete´se´n alapul-
nak. A Reock-teszt [15] pe´lda´ul a ko¨rzet teru¨lete´t viszony´ıtja a legkisebb olyan
ko¨r teru¨lete´hez, amely a ko¨rzetet e´ppen ko¨rbeker´ıti. A Polsby–Popper-teszt [13]
a ko¨rzet teru¨lete´t a keru¨lete´vel azonos keru¨letu˝ ko¨r teru¨lete´hez viszony´ıtja. A
Schwartzberg-teszt [17] a ko¨rzet hata´rvonala´nak hossza´t a ko¨rzet teru¨lete´vel azo-
nos teru¨letu˝ ko¨r keru¨lete´hez viszony´ıtja. Tova´bbi mutato´k is le´teznek, amelyek
ke´tse´gtelenu¨l hasznosak, azonban ezek ko¨zu¨l egy olyan sincs, amit legjobbnak vagy
minden szempontbo´l jo´nak lehetne tartani.
Alapveto˝en a ke´pfeldolgoza´sban haszna´lt momentumokat alkalmazzuk az ob-
jektumok forma´ja´nak le´ıra´sa´ra jelen dolgozatunkban. Ismeretes, hogy a ku¨lo¨nbo¨zo˝
rendu˝ momentumokbo´l olyan mennyise´gek sza´rmaztathato´k, amelyek – azonk´ıvu¨l,
hogy hasznos informa´cio´t nyu´jtanak az objektumok alakja´ro´l – invaria´nsak az elto-
la´sra, nagy´ıta´sra e´s forgata´sra. A ke´pmomentumok rendszere ilyenforma´n alkalmas
a va´laszto´keru¨letek alakja´nak le´ıra´sa´ra. Munka´nkat jelento˝sen inspira´lta´k Zunic,
Hirota e´s Rosin [20], [11], [19] dolgozatai, akik bevezette´k a ko¨rszeru˝se´g momentum
alapu´ me´rte´ke´t.
Ebben a cikkben a va´laszto´keru¨letek forma´ja´nak le´ıra´sa´ra javasoljuk az a´ltaluk
bevezetett momentum alapu´ alakmutato´t. A legelterjedtebb ko¨rszeru˝se´gi muta-
to´khoz ke´pest, amelyek a ko¨rzet teru¨lete´t e´s keru¨lete´t is figyelembe veszik, az u´j
mutato´ jobban mu˝ko¨dik abban az esetben, amikor a vizsga´lt va´laszto´keru¨let olyan
csipke´zett hata´rral rendelkezik, amely a keru¨let nagy no¨vekede´se´hez vezet.
Dolgozatunkban a ko¨rszeru˝se´g momentum alapu´ me´rte´ke´t alkalmazzuk ne´gy
a´llam, nevezetesen Arkansas, Iowa, Kansas e´s Utah kongresszusi va´laszto´keru¨le-
teire. O¨sszehasonl´ıtva a kora´bban ma´r eml´ıtett klasszikus me´rte´kekkel, jelento˝s
ku¨lo¨nbse´geket figyelhetu¨nk meg a momentum alapu´ e´s a hagyoma´nyos alakmutato´
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e´rte´kek ko¨zo¨tt. U´gy tala´ltuk, hogy a momentum alapu´ me´rte´k hate´kony mo´dja
annak, hogy azonos´ıtsuk a szaba´lytalan alaku´ va´laszta´si ko¨rzeteket. Az alakmuta-
to´ e´rte´kek ido˝beli va´ltoza´sa alapja´n leheto˝se´g van a gerrymandering gyanu´s esetek
e´szlele´se´re is. Az ezzel kapcsolatos eredme´nyeket a 4. fejezet tartalmazza.
Mostani tanulma´nyunk folytata´sa´t illeto˝en a ko¨vetkezo˝ kutata´si ira´nyt jelo¨lju¨k
ki. Az alakkal kapcsolatos vizsga´latokna´l figyelembe kell venni a szaba´lytalan a´l-
lamhata´rokat. Tova´bbi fontos te´nyezo˝ a ne´pesse´g teru¨letegyse´gen belu¨li eloszla´sa
is, ami felveti az adatok su´lyoza´sa´nak ke´rde´se´t. Az u´gynevezett korriga´lt ko¨rszeru˝-
se´gi mutato´ figyelembe veszi a lakossa´g teru¨letegyse´gen belu¨li eloszla´sa´t, valamint
az a´llamhata´rokat is. Jelen dolgozat az ehhez szu¨kse´ges elo˝ke´szu¨leteket tartal-
mazza. Ba´r az alak jellemzo˝inek egyetlen mutato´val to¨rte´no˝ egzakt matematikai
le´ıra´sa nem lehetse´ges, ce´lunk egy olyan mo´dszer, ill. alakmutato´ kidolgoza´sa,
amely a fo¨ldrajzi, valamint a ne´pesse´g-eloszla´si jellemzo˝ket is figyelembe ve´ve a
leheto˝ legpontosabban jellemzi a va´laszto´keru¨letek alakja´t.
2. Invaria´ns momentumok
Mivel az u´j ko¨rszeru˝se´gi1 mutato´ meghata´roza´sa´hoz a (geometriai) momen-
tumokat fogjuk haszna´lni, az ala´bbiakban o¨sszefoglaljuk az ezekkel kapcsolatos
legfontosabb jelo¨le´seket e´s te´nyeket. E´rdemes megeml´ıteni, hogy a geometriai mo-
mentumokat sze´les ko¨rben haszna´lja´k a sza´mı´to´ge´pes ke´pelemze´si e´s alakfelisme-
re´si feladatokban – la´sd [1] [5],[20] e´s (Chapter 12 [11]).





(p, q = 0, 1, 2, ...).
A valo´di ke´pfeldolgozo´ alkalmaza´sokban diszkre´t adatokkal dolgoznak, ahol a
vizsga´lt objektumok pixelekbo˝l a´llnak. Ebben az esetben a geometriai momentu-
mok pontos kisza´mı´ta´sa nem lehetse´ges, eze´rt gyakorlatban minden egyes mp,q(D)





ahol Z az ege´sz sza´mok halmaza.




xpyqf (x, y) dxdy,
1A szakirodalomban a ko¨rszeru˝se´g csak elneveze´sbeli egyszeru˝s´ıte´s, valo´ja´ban ko¨rlapszeru˝se´g-
ro˝l van szo´.
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(p, q = 0, 1, 2, ...) , ahol f (x, y) a ke´p vila´gossa´gfu¨ggve´nye. Vila´gossa´gfu¨ggve´nyen
egy olyan nemnegat´ıv, valo´s e´rte´ku˝ fu¨ggve´nyt e´rtu¨nk, amely szakaszosan folytonos,
kompakt tarto´ju´, e´s az egyes va´ltozo´kban vett improprius integra´ljai egyenletesen
konvergensek.
A vila´gossa´gfu¨ggve´nyt 0 e´s 1 ko¨ze´ norma´lva egy ke´tdimenzio´s valo´sz´ınu˝se´gi
va´ltozo´ su˝ru˝se´gfu¨ggve´nyeke´nt is e´rtelmezhetju¨k. Mivel ku¨lo¨nbo¨zo˝ rendu˝ momen-
tumokkal a ke´p vila´gossa´ga´nak eloszla´sa´t tudjuk jellemezni, ı´gy a ke´pmomentumok
rendszere alkalmas a va´laszto´keru¨letek alakja´nak le´ıra´sa´ra. Teru¨letelemze´si vizs-
ga´latok esete´n a vila´gossa´gfu¨ggve´nnyel tudjuk megadni a lakossa´g teru¨letegyse´gen
belu¨li eloszla´sa´t.
Az origo´nak a su´lypontba valo´ eltola´sa´val olyan momentumok sza´mı´thato´k,
amelyek fu¨ggetlenek a vizsga´lt objektum helye´to˝l.









(i− x)p (j − y)q f (i, j)









Centra´lis momentumok alkalmaza´sa esete´n eltola´sra invaria´ns momentumokat
kapunk.
Ne´ha´ny momentumnak fizikai jelente´s is tulajdon´ıthato´. A nulladrendu˝ mo-
mentum (m0,0(D)) pe´lda´ul a ke´p o¨sszintenzita´sa´t reprezenta´lja. A ma´sodrendu˝
centra´lis momentumok (µ2,0(D) e´s µ0,2(D)) ke´pviselik a ke´p vila´gossa´gfu¨ggve´-
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A normaliza´lt centra´lis momentumok alkalmaza´sa´val Hu e´s munkata´rsai olyan
mennyise´geket konstrua´ltak, amelyek invaria´nsak a forgata´sra, eltola´sra e´s ska´la´-
za´sra. Ezek az u´gynevezett Hu-fe´le invaria´ns momentumok [5]. A mi vizsga´lataink
ko¨ze´ppontja´ban az elso˝ invaria´ns momentum a´ll, nevezetesen:
φ1(D) = η2,0 (D) + η0,2 (D) .
3. Ko¨rszeru˝se´gi mutato´k
Sokan a politikai gerrymandering megakada´lyoza´sa´nak objekt´ıv megelo˝zo˝ esz-
ko¨ze´nek tartja´k azt, hogy a ko¨rzetek
”
kompaktsa´ga” megfelelo˝ me´rte´ku˝ legyen.
Nem meglepo˝ teha´t, hogy az alakmutato´k egy re´sze a ko¨rto˝l, mint idea´lis alakto´l
valo´ elte´re´s me´re´se´n alapul.
3.1. Megjegyze´s. Egy C ko¨rszeru˝se´gi mutato´val szemben az ala´bbi, terme´szetes
elva´ra´sokat ta´masztjuk:
a) C(D) ∈ (0, 1] ba´rmely D s´ıkbeli alakzatra.
b) C(D) = 1 pontosan akkor, ha D egy ko¨r.
c) C(D) invaria´ns az eltola´sra, forgata´sra e´s a nagy´ıta´sra;
d) Minden δ > 0 esete´n le´tezik olyan D alakzat, amelyre 0 < C(D) < δ,
azaz le´teznek olyan alakzatok, amelyek ko¨rszeru˝se´gi me´rte´ke tetszo˝legesen
megko¨zel´ıti a 0-t.
A szakirodalomban sza´mos olyan alakmutato´t alkalmaznak, amellyel a re´gio´
ko¨rszeru˝se´ge me´rheto˝. A me´re´si elja´ra´sok alapja´n MacEachren [9] a ko¨vetkezo˝
ne´gy, egyma´ssal ne´mileg a´tfede´sben le´vo˝ katego´ria´ba osztotta a javasolt mutato´-
kat: a teru¨letegyse´g keru¨lete´nek e´s teru¨lete´nek o¨sszehasonl´ıta´sa´n alapulo´ mutato´k;
a teru¨letegyse´ggel kapcsolatba hozhato´ ko¨ro¨ket e´s egye´b s´ıkidomokat felhaszna´lo´
mutato´k; egy szaba´lyos alakkal valo´ direkt o¨sszehasonl´ıta´son alapulo´ mutato´k; a
teru¨letegyse´g alkoto´elemeinek eloszla´sa´n alapulo´ mutato´k. A fenti ne´gy katego´ria´n
k´ıvu¨l ma´s csoportos´ıta´sok is lehetse´gesek, ı´gy pe´lda´ul Niemi e´s munkata´rsai [12]
szinte´n ne´gy (de a fentiekto˝l elte´ro˝), mı´g Frolov [4] nyolc fo˝ csoportot javasolt a
sza´mı´ta´sban re´szt vevo˝ adatok t´ıpusa alapja´n. Dolgozatunkban nem ismertetju¨k
az o¨sszes lehetse´ges alakmutato´t, de ro¨viden bemutatjuk a leggyakrabban haszna´l-
takat.
3.1. Klasszikus ko¨rszeru˝se´gi mutato´k
A Polsby–Popper -teszt az egyik legelterjedtebb kontu´r alapu´ ko¨rszeru˝se´gi mu-
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ahol D egy s´ıkbeli alakzat [13]. Ez az alakmutato´ a kontu´r simasa´ga´t is tu¨kro¨zi.
Ko¨nnyu˝ elleno˝rizni, hogy (1) teljes´ıti a ko¨rszeru˝se´gi mutato´val szembeni 3.1. kri-
te´riumokat.
Az egyik legismertebb teru¨let alapu´ alakelemze´si mo´dszer a Reock -teszt, amely
a ko¨rzet teru¨lete´nek e´s a ko¨re´ ı´rhato´ legkisebb ko¨r teru¨lete´nek ha´nyadosake´nt adja





ahol D egy s´ıkbeli alakzat, C a legkisebb olyan ko¨r, amely a ko¨rzetet e´ppen ko¨r-
beker´ıti [15].
A ko¨rszeru˝se´g meghata´roza´sa´ra az alak meghata´roza´sa´nak egyik a´ltala´nos meg-
ko¨zel´ıte´se is alkalmazhato´. Az egyik ilyen megko¨zel´ıte´s a Lee e´s Salle a´ltal bemu-
tatott index. Az index kisza´mı´ta´sa´hoz elo˝szo¨r egyma´sra helyezzu¨k a D alakzatot
e´s az R szabva´nyos egyse´get (referenciatartoma´ny) u´gy, hogy a ko¨zo¨s re´sz teru¨lete







A gyakorlatban ko¨nnyebben kivitelezheto˝, ha a ke´t alakzatot u´gy rendezzu¨k el,
hogy azok su´lypontja egybeessen. Abban az esetben, amikor az alakzat ko¨rsze-
ru˝se´ge´t vizsga´ljuk, a referenciataroma´ny egy ko¨r lesz. Pe´lda´ul illesszu¨nk egy C
ko¨rt egy D alakzatra, ekkor a D alakzat ko¨rszeru˝se´ge becsu¨lheto˝ C e´s D o¨ssze-
hasonl´ıta´sa´val. Teha´t egy egyszeru˝ leheto˝se´g, ha az illesztett C ko¨r ko¨ze´ppontja
egybeesik a D alakzat su´lypontja´val, e´s teru¨lete megegyezik a D teru¨lete´vel. Ve´gu¨l
a ko¨rszeru˝se´gi mutato´:
CLS(D) = 1− area(D
a
C)
area(D ∪ C) =
area(D ∩ C)
area(D ∪ C) ,
ahol D egy s´ıkbeli alakzat, C a referenciako¨r. Terme´szetesen vannak ma´s va´ltoza-
tai is ennek a megko¨zel´ıte´snek.
3.2. Invaria´ns momentum mint ko¨rszeru˝se´gi mutato´
A tova´bbiakban felte´telezzu¨k, hogy minden vizsga´lt alakzat kompakt (topolo´gi-
ai e´rtelemben). Nyilva´nvalo´, hogy ez nem korla´tozza a ke´pfeldolgoza´si feladatokat.
Mivel jelen dolgozatban a va´laszto´keru¨letek alakja´t vizsga´ljuk, amelyben a lakos-
sa´g teru¨letegyse´gen belu¨li eloszla´sa nem ja´tszik szerepet, ı´gy a vila´gossa´gfu¨ggve´ny
a tova´bbiakban indika´torfu¨ggve´nynek tekintheto˝.
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3.1. A´ll´ıta´s. Legyen D egy kompakt alakzat a s´ıkon. Ekkor












⇐⇒ ha D ko¨r.
Ko¨vetkeze´ske´ppen φ1(D) pontosan akkor e´ri el a minima´lis e´rte´ke´t, ha D egy
ko¨r. Ez a minimum 1/ (2pi). Ennek alapja´n az u´j ko¨rszeru˝se´gi me´rte´ket a ko¨vet-
kezo˝ke´ppen adhatjuk meg [20] alapja´n.
3.1. Defin´ıcio´. Tegyu¨k fel, hogy D egy kompakt alakzat a s´ıkon. Ekkor legyen











ahol a C ko¨r teru¨lete megegyezik a D teru¨lete´vel.
Ko¨nnyu˝ elleno˝rizni, hogy az ı´gy definia´lt ko¨rszeru˝se´gi mutato´ kiele´g´ıti a 3.1.
felte´teleket. A normaliza´lt centra´lis momentumok haszna´latakor ska´la´za´sinvaria´ns
















]2 = λ4 · µ0,2
[λ2 · µ0,0]2
= η0,2,
ami igazolja a normaliza´lt centra´lis momentumok ska´la´za´sinvariancia´ja´t.
Az α-szo¨ggel to¨rte´no˝ forgata´s uta´ni ma´sodrendu˝ momentumok kifejezheto˝ek az
ala´bbi mo´don:
µ′2,0 = cos
2 (α) · µ2,0 + sin2 (α) · µ0,2 − sin (2α) · µ1,1,
µ′0,2 = sin






sin2 (α) + cos2 (α)
)
(µ2,0 + µ0,2) = µ2,0 + µ0,2,
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azaz
φ′1 = φ1.
Mivel a centra´lis momentumok alkalmaza´sa esete´n eltola´sra invaria´ns momen-
tumokat kapunk, a normaliza´lt centra´lis momentumok alkalmaza´sa biztos´ıtja az
invariancia´t a tetszo˝leges pont ko¨ru¨li forgata´shoz. A bizony´ıta´s re´szleteit illeto˝en
ld. [5].
A regionaliza´cio´s proble´ma´k sora´n gyakran fordul elo˝, hogy teru¨leteket kell
egyes´ıteni vagy e´pp sze´tva´lasztani. Az optima´lis feloszta´s meghata´roza´sa´hoz szu¨k-
se´gu¨nk lehet arra, hogy mike´nt va´ltozik egy re´gio´ ko¨rszeru˝se´gi e´rte´ke, ha pe´lda´ul
egy szomsze´dos tartoma´nyt hozza´csatolunk. Erre ad va´laszt a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s.
3.2. A´ll´ıta´s. Legyen D1 e´s D2 ke´t szomsze´dos s´ıkbeli alakzat. Jelo¨lje D az
ezek egyes´ıte´se´vel le´trejo¨vo˝ u´j tartoma´nyt. Ekkor
µ2,0(D) + µ0,2(D) = µ2,0(D1) + µ0,2(D1) + µ2,0(D2) + µ0,2(D2)
+ d21 · µ0,0(D1) + d22 · µ0,0(D2),
ahol d1, illetve d2 a D1, illetve D2 su´lypontja´nak a D su´lypontja´to´l valo´ ta´volsa´ga.
Bizony´ıta´s. Jelo¨lje (x1, y1), illetve (x2, y2) a D1, illetve D2 alakzatok su´lypont-
ja´t. A D alakzat su´lypontja´nak koordina´ta´i:
x =
m0,0(D1) · x1 +m0,0(D2) · x2
m0,0(D1) +m0,0(D2)
, y =




µ2,0(D) + µ0,2(D) =
∫ ∫
D
(x− x)2 dxdy +
∫ ∫
D




(x− x)2 + (y − y)2 dxdy +
∫ ∫
D2
(x− x)2 + (y − y)2 dxdy.
A D1 tartoma´ny feletti integra´lra kapjuk, hogy:∫ ∫
D1















(x− x1)2 + (y − y1)2
)
dxdy
+2 (x1 − x)
∫ ∫
D1
(x− x1) dxdy + 2 (y1 − y)
∫ ∫
D1
(y − y1) dxdy
= d21 · µ0,0(D1) + µ2,0(D1) + µ0,2(D1).
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Itt felhaszna´ltuk a ko¨vetkezo˝, egyszeru˝en bela´thato´ azonossa´got:∫ ∫
D1
(x− x1) dxdy =
∫ ∫
D1
(y − y1) dxdy = 0.
Hasonlo´an kapjuk, hogy∫ ∫
D2
(x− x)2 + (y − y)2 dxdy = d22 · µ0,0(D2) + µ2,0(D2) + µ0,2(D2),
ami az a´ll´ıta´sunk helyesse´ge´t igazolja. ⊓⊔
Analo´g a´ll´ıta´s igaz abban az esetben is, ha geometriai momentumok helyett ke´pi
momentumokat alkalmazunk. Konkre´t regionaliza´la´si proble´ma´na´l ez azt jelenti,
hogy figyelembe vesszu¨k a lakossa´g teru¨letegyse´gen belu¨li eloszla´sa´t.
1. a´bra. Pe´lda regionaliza´la´si proble´ma´ra
3.1. Pe´lda. Az ala´bbi egyszeru˝ pe´lda´n egy regionaliza´la´si proble´ma´t szemle´l-
tetu¨nk. A ce´lunk most csak annyi, hogy maximaliza´ljuk a ko¨rszeru˝se´gi mutato´
e´rte´ke´nek no¨vekede´se´t. Megvizsga´ljuk, hogy mike´nt va´ltozik a ko¨rszeru˝se´gi muta-
to´ e´rte´ke, amikor egy re´gio´hoz hozza´csatolunk egy egyse´get. Az 1. a´bra ke´t re´gio´t
(D1 e´s D2) e´s ha´rom egyse´get (E1, E2 e´s E3) a´bra´zol, amelyek me´g nincsenek hoz-
za´rendelve egyetlen re´gio´hoz sem. Tegyu¨k fel, hogy a D1 e´s D2 re´gio´k a kora´bbi
feldolgoza´si fa´zisok sora´n a jelenlegi a´llapotukra no˝ttek. Az 1. ta´bla´zat tartalmaz-
za µ2,0(.)+µ0,2(.), µ0,0(.) e´s C1(.) e´rte´ke´t az eml´ıtett tartoma´nyokra vonatkozo´an.
Jelo¨lje d1 az aktua´lis re´gio´ su´lypontja´nak az egyse´g hozza´ada´sa´val keletkezo˝ u´j re´-
gio´ su´lypontja´to´l valo´ ta´volsa´ga´t. Tova´bba´, legyen d2 az egyse´g su´lypontja´nak az
egyse´g hozza´ada´sa´val keletkezo˝ u´j re´gio´ su´lypontja´to´l valo´ ta´volsa´ga. Mivel a D1
re´gio´ e´s az E3 egyse´g, valamint a D2 re´gio´ e´s az E1 egyse´g nem szomsze´dosak, ı´gy
ezeket nem lehet egyes´ıteni.
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Teha´t a ko¨vetkezo˝ lehetse´ges opcio´k jo¨hetnek szo´ba:
I. Az E1 egyse´get hozza´rendelju¨k a D1 re´gio´hoz.
II. Az E2 egyse´get hozza´rendelju¨k a D1 re´gio´hoz.
III. Az E2 egyse´get hozza´rendelju¨k a D2 re´gio´hoz.
IV. Az E3 egyse´get hozza´rendelju¨k a D2 re´gio´hoz.
µ2,0(.) + µ0,2(.) µ0,0(.) C1 (.)
D1 re´gio´ 1, 711 2, 967 0, 819
D2 re´gio´ 1, 948 3, 043 0, 756
E1 egyse´g 1, 359 2, 761 0, 893
E2 egyse´g 0, 638 1, 173 0, 343
E3 egyse´g 1, 869 3, 251 0, 9
1. ta´bla´zat. A re´gio´k e´s egyse´gek az egyes´ıte´s elo˝tt.
Opcio´ d1 d2 µ2,0(D) + µ0,2(D) C1 (D) ∆C1 (D)
I. 0, 9 0, 97 8, 071 0, 647 −0, 172
II. 0, 28 0, 68 3, 124 0, 873 0, 054
III. 0, 26 0, 64 3, 272 0, 865 0, 109
IV. 1, 3 1, 23 13, 878 0, 454 −0, 302
2. ta´bla´zat. A lehetse´ges egyes´ıte´si opcio´k.
Itt D az adott opcio´ ve´grehajta´sa uta´n le´trejo¨vo˝ u´j tartoma´nyt, ∆C (D) pedig
az egyes´ıte´s sora´n beko¨vetkezett ko¨rszeru˝se´gie´rte´k-no¨vekede´st jelo¨li. A III. opcio´
ve´grehajta´sa sora´n beko¨vetkezett ko¨rszeru˝se´gie´rte´k-no¨vekede´s 0, 109. Most ez a
”
legjobb” opcio´ az o¨sszes to¨bbi leheto˝se´ghez ke´pest. Ha a II. opcio´ valo´sul meg,
akkor a D1 ko¨rszeru˝se´gi e´rte´ke lesz a legmagasabb (0, 873), de mivel a ko¨rszeru˝se´gi
egyu¨tthato´ e´rte´ke´nek legnagyobb no¨vekede´se´t kerestu¨k ahelyett, hogy a legmaga-
sabb ko¨rszeru˝se´gi e´rte´ket figyelne´nk, ı´gy a III. opcio´ tekintheto˝ a legjobbnak.
Egy moho´ algoritmus csak azt ne´zne´, hogy melyik esetben lesz valamely ko¨rzet
ko¨rszeru˝se´gi e´rte´ke a legnagyobb. A mi ce´lfu¨ggve´nyu¨nk azonban az egyes re´gio´k
ko¨rszeru˝se´gi egyu¨tthato´ja´nak o¨sszege. Egy regionaliza´la´si feladat ce´lja maximali-
za´lni adott sza´mu´ re´gio´ teljes ko¨rszeru˝se´ge´nek me´rte´ke´t. Az a´ltalunk alkalmazott
mo´dszer, amely az alakzat ko¨rszeru˝se´ge´t a momentum invaria´nsak alapja´n sza´-
molja, sza´mı´ta´si szempontbo´l hate´kony ko¨rszeru˝se´gi me´re´st biztos´ıt. A ku¨lo¨nbo¨zo˝
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alkalmaza´si ige´nyeknek megfelelo˝en egy regionaliza´la´si proble´ma tova´bbi korla´to-
za´sokat is tartalmazhat. Ilyen pe´lda´ul a fizikai korla´t, azaz a re´gio´k hata´rai nem
le´phetik a´t a fo˝bb fo¨ldrajzi jellemzo˝ket, pe´lda´ul egy hegyse´get. A me´retkorla´toza´s
megko¨vetelheti, hogy a keletkezo˝ re´gio´k azonos me´retu˝ek legyenek, vagy ba´rmely
re´gio´ nagyobb vagy kisebb legyen, mint egy bizonyos me´ret. Gyakran meg kell
o˝rizni a politikai hata´rok hierarchia´ja´t is. Korla´tozhatjuk az egyes re´gio´k ko¨r-
szeru˝se´gi e´rte´ke´nek az ”idea´lis” e´rte´kto˝l valo´ elte´re´se´t is. Ma´r ebbo˝l is la´tszik,
hogy egy tartoma´ny minden ige´nyt kiele´g´ıto˝ feloszta´sa rendk´ıvu¨l o¨sszetett feladat.
Jelen tanulma´nyban egyelo˝re ne´ha´ny kezdeti le´pe´st tettu¨nk meg. Az ilyen ira´ny-
ban to¨rte´no˝ tova´bbi kutata´sokat a megkezdett vizsga´latok terme´szetes folytata´si
leheto˝se´ge´nek tartjuk. A te´ma´val kapcsolatban ld. me´g [16], [8].
Elo˝fordulhat, hogy bizonyos helyzetekben szeretne´nk megva´ltoztatni a pon-
tok poz´ıcio´ja´nak hata´sa´t a me´rt alakzat ko¨rszeru˝se´ge´re. Pe´lda´ul szeretne´nk, ha
az alakzat su´lypontja´to´l ta´vol le´vo˝ pontok nagyobb hata´st gyakorolna´nak a me´rt
ko¨rszeru˝se´gre, ily mo´don cso¨kkentve annak me´rte´ke´t. Vagy ford´ıtva, cso¨kkente-
ni szeretne´nk a ta´voli pontok hata´sa´t. A mo´dos´ıtott mo´dszer mindezt leheto˝-
ve´ teszi sza´munkra aza´ltal, hogy figyelembe veszi az alak belseje´ben le´vo˝ pon-
tok relat´ıv poz´ıcio´ja´nak hata´sa´t a sza´mı´tott ko¨rszeru˝se´gre. Legyen D egy s´ık-
beli alakzat, amelynek su´lypontja egybeesik az origo´val. Figyelju¨k meg, hogy
η2,0 (D) + η0,2 (D) = (µ2,0(D) + µ0,2(D)) /[µ0,0(D)]
2 nem ma´s, mint a D alakzat
pontjainak a´tlagos ne´gyzetes ta´volsa´ga a D su´lypontja´to´l. Minden (x, y) ∈ D pont
x2 + y2 e´rte´kkel ja´rul hozza´ a µ2,0(D) + µ0,2(D) e´rte´ke´hez. Nyilva´nvalo´, hogy ha
egy (x, y) pont ko¨zelebb van a D ko¨ze´ppontja´hoz, akkor ez a hata´s kisebb. Mi-
vel C1(D) ara´nyos a (µ2,0(D) + µ0,2(D)) /[µ0,0(D)]
2 ha´nyados reciproka´val, ı´gy a
D centrumhoz ke´pest kisebb ta´volsa´ggal rendelkezo˝ pontok nagyobb hata´st gya-
korolnak a D sza´mı´tott ko¨rszeru˝se´gi me´rte´ke´re. A ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´ a C1 (D)
ko¨rszeru˝se´gi mutato´ egy a´ltala´nos´ıta´sa´t adja meg [20] alapja´n.
3.2. Defin´ıcio´. Legyen D egy kompakt s´ıkbeli alakzat, amelynek su´lypontja
egybeesik az origo´val, tova´bba´ β valo´s sza´m u´gy, hogy −1 < β, e´s β ̸= 0. A

















, ha β ∈ (−1, 0) .
A mo´dos´ıtott mutato´ alkalmaza´sa´val leheto˝se´gu¨nk lesz befolya´solni azt, hogy
a ko¨rszeru˝se´gi me´rte´k nagysa´ga´ra mekkora hata´st gyakoroljon a hata´rvonal csip-
ke´zettse´ge, amely pe´lda´ul sokkal kisebb Arkansas 2/113-as va´laszto´keru¨lete´ne´l,
mint Illinois 4/107-es va´laszto´keru¨lete esete´n (ld. 2. a´bra). Kisme´rte´ku˝ deforma´-
cio´ esete´n Cβ (D) e´rte´ke enyhe´n cso¨kken, mı´g nagyme´rte´ku˝ deforma´cio´ esete´n ez
a cso¨kkene´s sokkal gyorsabb. Az 2. a´bra´n la´thato´ grafikon jo´l illusztra´lja azt is,
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hogy a
”
to¨ke´letes” ko¨rho¨z ke´pest nagyon elte´ro˝ forma´ju´, szaba´lytalan forma´k ese-
te´ben a nagyon nagy β haszna´lata nem ad e´rtelmezheto˝ eredme´nyt, mivel a β
no¨vekede´se´vel Cβ (D) e´rte´ke nagyon gyorsan konverga´l a nulla´hoz. Az eml´ıtett
konvergencia bizony´ıta´sa´t illeto˝en ld. [20].
Az 2. a´bra´n la´thato´ Illinois a´llam 4-es va´laszto´keru¨lete az egyik legh´ıresebb
pe´lda gerrymanderingre. A teru¨lete´hez ke´pest nagy keru¨lettel rendelkezo˝ alakzat
sokkal keve´sbe´ ko¨rszeru˝, mint Arkansas 2-es va´laszto´keru¨lete. A Polsby–Popper-
teszt ugyan figyelembe veszi a szaba´lytalan hata´rokat, de ha a hata´rvonal ero˝sen
csipke´zett, akkor nem ad megb´ızhato´ eredme´nyt. Az elte´ro˝ forma´k megku¨lo¨nbo¨z-
tete´se´hez ku¨lo¨nbo¨zo˝ β e´rte´kek alkalmaza´sa va´lhat szu¨kse´gesse´. Az a´bra´n la´thato´,
hogy a nevezetes Lee–Sallee-index, Reock- e´s Polsby–Popper-teszt e´rte´kei mind
a β ∈ [1, 3] intervallumba esnek. O¨sszesse´ge´ben elmondhato´, hogy az a´ltalunk
vizsga´lt va´laszto´keru¨letek esete´ben 5. fejezet a legjobb va´laszta´s, ha β ∈ [1; 3], a
tapasztalataink szerint a mutato´nak itt idea´lis az e´rze´kenyse´ge az alakzatok csip-
ke´zettse´gre.
2. a´bra. Arkansas 2/113-as e´s Illinois 4/107-es va´laszto´keru¨letek a´ltala´nos´ıtott
momentum alapu´ me´rte´ke´nek va´ltoza´sa ku¨lo¨nbo¨zo˝ β e´rte´kek esete´n,
o¨sszehasonl´ıtva a nevezetes mutato´k e´rte´keivel.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
VA´LASZTO´KERU¨LETEK ALAKJA´NAK VIZSGA´LATA HU-FE´LE INVARIA´NS ... 173
4. Az Egyesu¨lt A´llamok ne´ha´ny va´laszto´keru¨lete´nek vizsga´lata az
a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´k seg´ıtse´ge´vel
Az Amerikai Egyesu¨lt A´llamok 50 taga´llama´t o¨sszesen 435 va´laszto´keru¨letre
osztotta´k fel, e´s a´tlagosan 710 ezer a´llampolga´r tartozik egy keru¨lethez. Ennek
megfelelo˝en 435 ke´pviselo˝i hely tala´lhato´ az Egyesu¨lt A´llamok Kongresszusa´nak
ke´pviselo˝ha´za´ban, amely ke´te´ves ciklusokban u¨le´sezik. A t´ıze´vente lebonyol´ıtott
ne´psza´mla´la´sok adatai alapja´n, az egyes a´llamok va´laszto´keru¨leteinek hata´rait a´t-
rajzolhatja´k, esetleg o¨sszevonhatnak vagy sze´tbonthatnak va´laszto´keru¨leteket.
Ebben a tanulma´nyban ne´gy a´llam va´laszto´keru¨lete´t vizsga´ltuk a 107., 108. e´s
113. kongresszus ideje´n e´rve´nyes ko¨rzethata´rokkal. Ezek az a´llamok, ld. 3. a´bra:
Arkansas (AR), Iowa (IA), Kansas (KS) e´s Utah (UT), amelyeknek a lakossa´ga
nagyja´bo´l ha´rommillio´ fo˝, e´s a va´laszto´keru¨letek sza´ma is hasonlo´ (AR: 4, IA: 5 (4),
KS: 4, UT: 3 (4)). A 107. kongresszus 2001. janua´r 3-to´l 2003. janua´r 3-ig tartott,
ami uta´n, a 108. kongresszusra (2003. janua´r 3. – 2005. janua´r 3.) mo´dos´ıtotta´k a
vizsga´lt a´llamok va´laszto´keru¨leteinek hata´ra´t, hasonlo´an a 113. kongresszus (2013.
janua´r 3. – 2015. janua´r 3.) elo˝tt is u´jrarajzolta´k ezeket a hata´rokat, Iowa esete´ben
5-ro˝l 4-re cso¨kkentve, mı´g Utah esete´ben 3-ro´l 4-re no¨velve a sza´mukat.
Az Egyesu¨lt A´llamok Legfelso˝bb B´ıro´sa´ga deklara´lja 2, hogy a nevezetes ko¨rsze-
ru˝se´gi mutato´k a´ltal meghata´rozni k´ıva´nt kompaktsa´g (itt annak a me´rte´ke, hogy
egy alakzat pontjai mennyire vannak ta´vol a ko¨ze´ppontja´to´l), fontos szempont a
va´laszto´keru¨letek to¨rve´nyes kialak´ıta´sa´na´l, amit ezeknek a kiterjedt szakirodalma
is ala´ta´maszt. Mivel a fo¨ldrajzi kompaktsa´g meghata´roza´sa nem pontos, eze´rt is
ce´lszeru˝ to¨bb mutato´ haszna´lata. Sok esetben prima facie sejtheto˝, ha egy ko¨r-
zet valamilyen politikai manipula´cio´ eredme´nye, jo´ pe´lda erre a 2. a´bra´n la´thato´
Illinois-beli 4-es va´laszto´keru¨let. Ezzel szemben az idea´lis va´laszto´keru¨let alak-
ja´nak meghata´roza´sa nem ko¨nnyu˝. E´rdemes megjegyezni, hogy egy adott pa´rt
sza´ma´ra optima´lis va´laszto´keru¨let-szabdala´s is nehe´z proble´ma [3].
A 3.2.-ben definia´lt, a tehetetlense´gi nyomate´kokra e´pu¨lo˝ e´s a ke´pfeldolgoza´s-
ban is gyakran haszna´lt, a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´ket me´g nem hasz-
na´lta´k va´laszto´keru¨leteket alakja´nak elemze´se´re. Az eredme´nyek szemle´letes be-
mutata´sa´t seg´ıti a szerzo˝k a´ltal, Leaflet te´rinformatikai keretrendszerben ke´sz´ıtett
interakt´ıv te´rke´p [10].
4.1. A mutato´k kisza´mı´ta´sa
Az elo˝feldolgoza´s sora´n a kiva´lasztott a´llamok va´laszto´keru¨leteinek vektorgrafi-
kus te´rke´pe´t szu¨rkea´rnyalatos rasztergrafikus ke´pekke´ alak´ıtottuk a Quantum GIS
alkalmaza´s seg´ıtse´ge´vel. I´gy az egyes teru¨leteket a pixelek intenzita´se´rte´kei alap-
ja´n lehet megku¨lo¨nbo¨ztetni. A rasztergrafikus ke´pek feldolgoza´sa´hoz MATLAB-ot
e´s a hozza´ tartozo´ Image Processing Toolbox-ot haszna´ltuk. Pe´lda´ul a 4a. ke´pen
la´thato´ fehe´r teru¨let a vizsga´lt va´laszto´keru¨let, a fekete az adott a´llam to¨bbi re´sze,
2Act of Jan. 16, 1901, ch. 93, 31 Stat. 733.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
174 NAGY BALA´ZS, SZAKA´L SZILVIA
3. a´bra. Arkansas, Iowa, Kansas e´s Utah va´laszto´keru¨letei a 113. kongresszus
ideje´n e´rve´nyes ko¨rzethata´rokkal.
ve´gu¨l a szu¨rke a szomsze´dos a´llam teru¨lete. A 4b. ke´pen pedig egy referenciaalak-
zat tala´lhato´, aminek a meghata´roza´sa´hoz szu¨kse´gu¨nk van a vizsga´lt va´laszto´ke-
ru¨let su´lypontja´nak koordina´ta´ira. Ezek a koordina´ta´k a centra´lis momentumok
seg´ıtse´ge´vel ko¨nnyen meghata´rozhato´k, ld. 2. fejezet. Tanulma´nyunkban a ko¨r a
referenciaalakzat, eze´rt a su´lypontbo´l, egy suga´r mente´n kiindulva addig no¨velu¨nk
egy ko¨rlapot, amı´g ennek teru¨lete el nem e´ri a vizsga´lt va´laszto´keru¨let teru¨lete´t.
Ezuta´n a Hu-fe´le invaria´ns momentumok ma´r ko¨nnyen kisza´mı´thato´k, amik seg´ıt-
se´ge´vel ado´dik az a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´k. A nevezetes mutato´k
kisza´mı´ta´sa´hoz csupa´n az alakzatok teru¨lete´re e´s keru¨lete´re volt szu¨kse´g.
A proble´ma a´ltala´nos´ıta´sa´na´l, megfelelo˝ adatok birtoka´ban, a pixelek intenzita´-
sa´t feleltethetju¨k majd meg a ne´pesse´g eloszla´sa´nak, e´s megvizsga´lunk olyan o¨ssze-
tettebb referenciaalakzatot is, ami figyelembe veszi az a´llamhata´rokat e´s egye´b
fo¨ldrajzi jellemzo˝ket.
(a) Az algoritmus bemenete (b) A referenciaalakzat
4. a´bra. Az AR01/108 va´laszto´keru¨let.
Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
VA´LASZTO´KERU¨LETEK ALAKJA´NAK VIZSGA´LATA HU-FE´LE INVARIA´NS ... 175
4.2. Eredme´nyek
4.2.1. Az a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´k va´ltoza´sa a β
parame´ter fu¨ggve´nye´ben
Tanulma´nyunkban a 3.2. defin´ıcio´ban le´ırt a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´
me´rte´kkel vizsga´ltuk a va´laszto´keru¨letek alakja´t. Ennek a mutato´nak fontos tulaj-
donsa´ga, hogy invaria´ns az eltola´sra, forgata´sra, ska´la´za´sra e´s figyelembe veszi az
alakzat keru¨lete´t, so˝t a csipke´zettse´gre valo´ e´rze´kenyse´g bea´ll´ıthato´ a β parame´ter
seg´ıtse´ge´vel, ld. 2. a´bra. Tova´bbi elo˝nye a gyors kisza´molhato´sa´ga, szemben ma´s
keru¨let alapu´ mutato´kkal. Vizsga´lataink sora´n, ha´rom nevezetes mutato´ e´rte´ke´t
is meghata´roztuk a kiva´lasztott a´llamok va´laszto´keru¨letein. A Polsby–Popper-
tesztet, a Reock-tesztet e´s a Lee–Sallee-indexet o¨sszehasonl´ıtottuk az a´ltala´nos´ıtott
momentum alapu´ me´rte´kkel a β = −0, 5; 1; 2; 8 e´rte´kekre.
Ahogyan az 5. fejezetben tala´lhato´ ta´bla´zatokban e´s az interakt´ıv te´rke´pen is
la´thato´, a β = −0, 5 parame´terrel a mutato´ tu´lsa´gosan e´rze´ketlen a csipke´zettse´g-
re, mı´g β = 8 esete´n nagyon e´rze´kennye´ va´lik. Pe´lda´ul az 5. a´bra´n la´thato´ ke´t
va´laszto´keru¨let e´s a ta´bla´zatban tala´lhato´ e´rte´kek azt mutatja´k, hogy az a´ltala´no-
s´ıtott momentum alapu´ me´rte´k hogyan fu¨gg β-to´l. Megfigyelheto˝ az is, hogy az
5a. a´bra´n la´thato´ alakzaton a mutato´ e´rte´ke valamivel e´rze´kenyebben va´ltozik a β
no¨vele´se´vel, mint az 5b.-ben tala´lhato´n, mivel ennek hata´ra keve´sbe´ csipke´zett.
A vizsga´lataink alapja´n, az a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´ket 1 e´s 3






(a) Az AR02/113 va´laszto´keru¨let (b) A KS04/107 va´laszto´keru¨let
5. a´bra. Ke´t va´laszto´keru¨let ko¨rszeru˝se´ge´nek o¨sszehasonl´ıta´sa.
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4.2.2. Az a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´k va´ltoza´sa a
va´laszto´keru¨let hata´ra´nak a´trajzola´sai uta´n
Az ido˝szakok ko¨zo¨tti va´ltoza´s vizsga´lata´hoz e´rdemes az a´llamok va´laszto´keru¨-
leteinek a´tlaga´t ne´zni a ku¨lo¨nbo¨zo˝ me´rte´kek szerint. A 4.2.1. alfejezettel o¨sszhang-
ban, az a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´kne´l a β = 2 parame´teru˝ me´rte´ket
e´rdemes vizsga´lni. Az 5. fejezetben tala´lhato´ eredme´nyek alapja´n, a´ltala´nossa´g-
ban elmondhato´, hogy Arkansas e´s Utah esete´ben az o¨sszes mutato´ szerint a 113.
ido˝szaki e´rte´kek a legrosszabbak. Az a´ltala´nos´ıtott momentum alapu´ me´rte´k sze-
rint Kansas e´s Iowa a´llamokna´l is ez az ido˝szak a legkedvezo˝tlenebb. Iowaban
e´s Utahban pedig egye´rtelmu˝en a 107. ido˝szak volt a legjobb. Kansas esete´ben,
a kis va´ltoztata´sok miatt, a ku¨lo¨nbo¨zo˝ me´rte´tek szerint nagyon elte´ro˝ sorrendek
alakulnak ki az ido˝szakok ko¨zo¨tt.
A 6. a´bra´n la´thato´ Arkansas a´llam 3. va´laszto´keru¨lete a 107., 108. e´s 113.
kongresszus ideje´n e´rve´nyes ko¨rzethata´rokkal. Megfigyelheto˝, hogy a 107. e´s a
108. ko¨zo¨tt javult, majd a 113. ido˝szakra jelento˝sen romlott a va´laszto´keru¨let
ko¨rszeru˝se´ge, e´s szemmel is la´thato´, hogy az utolso´ ido˝szaki hata´rmo´dos´ıta´s gyanu´t
adhat gerrymanderingre.
β Cβ(AR03/107) Cβ(AR03/108) Cβ(AR03/113)
-0,5 0,9404 0,9509 0,5324
1 0,6977 0,7931 0,4008
2 0,3648 0,5351 0,1618
8 0,0012 0,0120 0,0003
(a) AR03/107 (b) AR03/108 (c) AR03/113
6. a´bra. Az AR03/03 va´laszto´keru¨let a 107., 108. e´s 113. kongresszus ideje´n
e´rve´nyes hata´rokkal.
5. Melle´klet
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